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6. IDEAL (SURTUNMESIiZ) AKISLAR
6.1. Euler Denklemi

Tiim gercek akigskanlarin bir viskozitesi vardir. Ancak akigkanlar mekaniginde birgok
problemin ¢ozlimiinde viskozitenin ihmal edilerek aragtirilmasi sik sik bagvurulan bir yoldur.
Bu durumda analiz daha kolaylasir. Ciinkii kayma gerilmeleri s6z konusu degildir.

Sikistirllamaz akislar i¢in verilen Navier — Stokes denkleminde x =0 alinirsa,

Euler denklemi olarak bilinen siirtiinmesiz akisa ait genel denklem elde edilir. Eger ‘z’
koordinati diisey ekseni temsil ederse (pozitif yon yukari dogru olmak {izere);

%Z = g k

pg =—-pgd; =—pgVz

Bu durumda Euler denklemi;

DV o~
A VS v) o
P =

veya,
OV (s - 1=
VW =—peVz——VP
PV =g .

formunda yazilabilir.

6.1.1. Euler denkleminin akim c¢izgisi boyunca integrali ve Bernoulli denklemi

n

S o
/@/aklm Gizgisi

R

Sekil 6.1. Akim ¢izgisine ait koordinatlarin gosterimi

Kararli bir akig i¢in akim ¢izgisi ve yoriinge ¢izgisi ayni oldugundan akim ¢izgisi

boyunca hareket eden bir ideal partikiiliin denklemi;
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1 oP Oz oV

g =V—

p Os os os
seklindedir. Eger akigskan partikiilii akim ¢izgisi tizerinde ds kadar yol alirsa; basing, hiz ve

yiikseklikte ds boyunca degisimler,

a—Pds:alP,
Os

%dS=dZ ve
Os

a—Vds =dV
Os

bagintilariyla verilir. Bu durumda yukaridaki denklem ds ile carpilir ve terimler

sadelestirilirse;
—jd—P—jgdZ:IVdV
P

bagintisidan, akim ¢izgisi boyunca sabit bir degere sahip,
dP y? .
j—+gz+— = sabit
Yo 2
denklem elde edilir. Eger akis sikistirilamaz ise ( p = ¢);
gl
p S
seklinde elde edilen denklem ‘Bernoulli Denklemi’ adin1 alir. Denklemin kullaniminda dikkat
edilmesi gerekli sinirlamalar sunlardir:
a) kararl akis,
b) sikistirilamaz akis,
c) siirtlinmesiz akis

d) akim ¢izgisi boyunca akis.
6.1.2. Euler denkleminin akim c¢izgisi normali boyunca integrali

Akim ¢izgisi normali boyunca, yercekimi kuvveti ihmal edildiginde;

lep o _ V7
p On gan . R
1op_V*
pon R
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denklemi elde edilir (R: egrilik yaricap1 ). Bu denkleme gore; basing, akim ¢izgisi egrilik
merkezinden uzaklastikca artar. Denklemin uygulandigi akislara 6rnek olarak; hortum, tayfun
gibi siddetli hava hareketlerinin ortaya ciktigi akislar gosterilebilir. Bu tiir durumlarda,
merkezdeki diisiik basingtan dolay1 ortaya ¢ikan vakum etkisi, akista girdap etkisi yaratir.
Egrisel kanallardaki akislarda ise, dis cidarlara yaklastik¢a yiikselen basingtan dolayi, ikincil
akiglar ortaya ¢ikar. Eger akim ¢izgileri diiz ise, egrilik yaricap1 sonsuza gideceginden basing

degisimi sifira gider.

P=1013 mb

Sekil 6.2. Egrilik merkezinden uzaklastik¢a basincin artisi

6.2. Bernoulli Denklemi

Bernoulli denklemi tliretiminin yapildig1 sinirlamalara bagli kalmak sart1 ile akim
cizgisi lizerinde herhangi iki nokta arasinda basing-hiz iliskisinin bulunmasinda kullanilabilir.

Sekilde gdsterilen ayni akim ¢izgisi lizerindeki 1 ve 2 noktalar1 i¢in gegerli denklem;

2 2
P T V.
p 2 2
seklindedir.

Sekil 6.3. Ayn1 akim c¢izgisi tizerindeki 1 ve 2 noktalarinin gésterimi
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6.2.1. Termodinamigin I. Kanunu ve Bernoulli Denklemi Arasindaki iliski

T 5klm cizgisi

|
(Kontrol Hacmi)
Akim tiipt

Sekil 6.4. Akim ¢izgileri tarafindan sinirlanmis kontrol hacmi (akim tiipii) kavrami

Stirtlinmesiz — kararli bir akis durumunda; sekilde gosterilen akim ¢izgileri ile
siirlanmig bir kontrol hacmi (akim tiipii) i¢in, Termodinamigin I. Kanununa ait;
dE,
dt

Es—E.+E; =
temel denkleminin ag¢ilimi,
2 2
. V; 12
QW+(h1 +1T+g21][h2 +%+g22J =0

seklinde yazilabilir. Denklemdeki entalpi degeri,

h=u+pv:u+£

P

olmak tizere, yukaridaki denklemin elde edilmesinde yapilan kabuller sunlardir:

a) Kararh akis (i = Oj
dt

b) Siirtiinmesiz akis (Eu = Wkayma = 0)

c) Sikistirllamaz akis ( vy =v, :i )
o,

d) Uniform akis ve akiskan 6zellikleri ( V=c her kesit alan1 igin )
"’ P, 1p°

: P
e) Q+(u1 —u2)+—1+—+gzl =—=+——+gz)
p 2 o, 2

) O+ —uy)=0

seklindedir. Sonug olarak,
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V2
—+—+gz=c
P
enerji denklemi yapilan bazi kabuller sonras1 Bernoulli denklemini vermektedir. Ancak bu iki
denklem farkli yaklagim ve kabuller altinda tiiretildigi iizere, birbirinden bagimsiz iki
denklem olup, sadece 6zel durumlarda ayni sonucu vermektedir. Termodinamigin I.
Kanununun bu 06zel konumu akista herhangi bir mekanik enerji kaybi1 olmadigini

gostermektedir. Akisin mekanik enerji seviyesini gosterebilmek agisindan denklem toplam

enerji potansiyeli (H) cinsinden agagidaki sekilde yazilir:

2
P v
—+—+z=H =sabit
Pg 28
Kararly, sikistirllamaz ve siirtlinmesiz bir akisin akim ¢izgisi boyunca hareketinde;

P V2
—+—+z=cC

P

ifadesinde “c” degeri akim ¢izgisinden akim cizgisine gore farkli degerler alir. Ancak bu
sinirlamalara ek olarak; akis bir de irrotasyonel (dongiisiiz) olursa, Bernoulli denklemi aynen

gegcerli olup “c” degeri tiim akim ¢izgileri i¢in ayn1 degeri alir.
6.2.2. Kararsiz akislar icin Bernoulli denklemi
Akim ¢izgisi boyunca kararsiz akis denkleminin tliretimi i¢in; p=c, =0 ve akim

cizgisi boyunca akis kabulleri altinda,

loP 0z oV _ oV
g—=—+V—1ds
p Os Os ot Os

veya
20y 2ap 20
[ L5+ 7L g =0
| Ot P2 1
ara islemlerini takiben,
2 2 2
A N, z =2+ 2+ gz, +[——ds
p 2 Yo, 2 | Ot

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6zlimii i¢in, hizin zamana gore degiminin, yani V=VW(t)

bagintisinin bilinmesi gereklidir.
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6.3. Potansiyel (ideal) akis teorisi ve iki boyutlu potansiyel akis

Bir akis sikistirllamaz, viskozitesiz ve kararli olmasinin yaninda, eger dongiisiiz
(irrotasyonel) ise, bu tiir akislara ‘potansiyel akis’ ad1 verilir. Potansiyel akislar pratikte yogun
kullanim1 disinda, sundugu matematiksel kolayliklar nedeniyle de 6nemlidir. Potansiyel akis
analizlerinde genellikle iki boyutlu akislar 6n plana ¢ikmaktadir. Bu nedenle bu kisimda iki
boyutlu potansiyel akis teorinse yonelik kavram ve teoriler irdelenecektir.

6.3.1. Akim Fonksiyonu

Akim fonksiyonu w(x,y,?); iki boyutlu akista hiz bilesenleri u(x, y,t) ve v(x,y,t) yerine
kullanilir. Iki boyutlu, kararli ve sikistirilamaz bir akista; akim ¢izgileri ve siireklilik denklemi
arasindaki iligskiden yararlanarak agidaki sekilde formiile edilir.

8_M+Q:O:>8_u:_@:>£(u)=i(v)
ox Oy ox Oy Ox y

WV, __ov

_8y’ ox

olmak tizere;

i%_QQJ
ox\ Oy oy \ Ox

stireklilik denklemindeki esitlik akim fonksiyonu cinsinden saglanmig olur. Akim
fonksiyonunun bazi1 6nemli 6zellikleri sunlardir:
1) Kararl akis sartlarinda, akim ¢izgisi lizerinde y = sabit sart1 gecerlidir. Bu durum,
udy —vdx =0=dy :G_de+8_y/dy =0
ox oy
denklemi ile temsil edilir.

i1) Kararl akis sartlarinda, iki farkli akim ¢izgisi arasindaki fark, akis debisini verir.

2

¥

O=vr-y;

6.3.2. Hiz Potansiyeli
Hiz potansiyeli (¢), dongiisiiz (irrotasyonel) bir akistaki hiz alam1 dikkate alinarak

tanimlannustir. irrotasyonel akis igin;
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@=VxV =0
oldugundan; bu tanima uyan koordinat ve zamanin fonksiyonu olan ve bu parametrelere bagl

1. ve 2. tiirevi bulunan skaler bir fonksiyon mutlaka mevcuttur. Bu skaler fonksiyon "¢" ile

gosterilir ve akigin pozitif yonii bu fonksiyonun azalma yonii olarak alinirsa hiz vektori

cinsinden;
V=(Vé
tanimlamasi yapilir. ¢(x, y,t) fonksiyonu; hiz potansiyeli adin1 alir. Iki boyutlu ve kararli bir
akis i¢in;
s .5 (500 50
ud, +vo, = (5)( a+ oy —j
yazilabilir. Dolayisiyla;
o, 0
ox oy

elde edilir. Denklemdeki negatif isaret, hiz potansiyelinin sadece azalan yonde oldugunu
gostermektedir. Fiziksel anlam1 bilmek kaydiyla, pozitif isaret de kullanilabilir ve literatiirde
bu durum daha yaygindir. Bu nedenle, asagida verilen analizlerde hiz potansiyeli i¢in pozitif
isaret kullanilmaktadir.
6.3.3. Laplace denklemi ve Cauchy — Riemann

Akim fonksiyonu ile hiz potansiyeli biiytikliikleri; iki boyutlu, kararl, sikistirilamaz ve
dongiisiiz bir akis icin gerekli kosullar1 saglarken, Laplace denklemini olustururlar. Ornegin

stireklilik denkleminden tiiretilen akim fonksiyonuna ait,

w=V., v
oy ox
denklemleri, dongiisiiz (irrotasyonel) akis kosulu uygulandiginda,
2 2
@—%:O: 0 l//'f‘a—wzo
ox Oy ox? 6y2

Laplace denklemi ortaya ¢ikar. Benzer sekilde, irrotasyonel akis sart1 kullanilarak tiiretilen hiz

potansiyeline ait,

(00, %9
ox oy
denklemleri de siireklilik denklemini,

6_u+@=0:>_+_=0

ox oy ox?  oy?
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uyarinca saglarken yine Laplace denklemi olusur. Sonug olarak; Laplace denklemini olusturan
herhangi w ve ¢ fonksiyonlari, ayn1 zamanda, iki boyutlu, kararh, sikistirillamaz ve
irrotasyonel akisi temsil eder. Yine v ve ¢ fonksiyonlar i¢in yukarida ¢ikarilan bagintilar

uyarinca,

_Oy _09
T a
oy ¢
x

esitlikleri gecerlidir. Bu durumda, Laplace denklemini olusturan bu iki fonksiyon i¢in gerekli

Cauchy — Riemann sartlar da,

oy _99. oy %%
dy ox  ox Oy

seklinde saglanmis olur.
6.3.4. Akim fonksiyonu ve hiz potansiyeli egrilerinin egimi
Akim ¢izgisi boyunca akim fonkiyonu sabit bir degere sahip oldugundan;

oy oy
dy =——dx+—dy=0
Y= o o Yy =

dy __ay//ax__(—v)_z
dx|,, oy /Oy u u
QJ _Y
dx y U

Benzer sekilde hiz potansiyel egrisi boyunca,

deg = ¢dx+ a¢dy 0

dy| _ oglox  (u)  u

x|, ogldy v v

QJ __u
dx ¢ vV

elde edilir. iki egriye ait egimlerin carpimu,

ﬂj ﬂj L
dx l/,dx p

oldugundan,  ve ¢ diizlemde birbirine dik iki egriyi temsil eder. Bu iki egrinin diklik
ozelligi iki boyutlu potansiyel akiglarin grafiksel analizinde biiyiik kolayliklar saglar.
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W

¢

Sekil 6.5. Akim fonksiyonu ve hiz potansiyeli egrilerinin diklik 6zelligi

Bu duruma ornek olmak iizere, Sekil 6.6’da gosterilen ve bir egrisel dirsek iceren
kanal i¢i akist gbz Oniine alalim. ¢ = ¢ ve y = c egrileri birlikte bir akis filesi olustururlar. Bu
durum akis gézlemlenmesinde oldukc¢a dnemlidir. Hizlar bu akis filesinden tahmin edilebilir,
clinkii akim ¢izgileri arasindaki mesafe hiz ile ters orantilidir. Sekilde gosterilen akista, dirsek
bolgesinde, i¢ kosedeki iki akim ¢izgisi arasindaki mesafe daha kiiciik oldugundan, bu

bolgede hiz degeri daha yiiksektir.

Sekil 6.6. Egrisel bir dirsekte, akim fonksiyonu ve hiz potansiyeli egrilerinin gosterimi.

Diger taraftan, akim ¢izgisine dik yonde elde edilen;

o _op_v*

on or R
esitligi ile de, egrilik merkezinden uzaklastikca, Sekil 6.7°de gosterilen dis koseye dogru
basing daha yiiksek olacaktir.Her iki durum, temel akis bolgesine ek olarak yerel 6zellikte

ikincil bir akis (ayrilma) bolgesi olugsmasina sebep olacaktir.

Aynlma
-— Pas Pais > Pic

Pic

Ayrilma

Sekil 6.7. Egrisel bir dirsekte hiz ve basing profillerinin yaklasik ol¢ekte gdsterimi.
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6.3.5. Kompleks Potansiyel Fonksiyon
Laplace denklemini olusturan ve Cauchy-Rieman sartlarin1 saglayan, herhangi y ¢
fonksiyonlar1, kompleks sayilar diizleminde,
z=Xx+1iy
olmak tizere,
O(z) = $(x, ) +iy (x, )
kompleks potansiyel fonksiyonunu olustururlar. Bu esitlikte (D(z), z’nin analitik bir

fonksiyonu olup, d®/dz segilen noktalarda tanimli ve tek bir degere sahip olacaktir. Bu

durumda fonksiyonun y=sabit ve x=sabit kosullarindaki tiirevleri,

v _09 ;0w _ ;0P v

dz Ox  Ox oy oy
. —
y=sabit x=sabit

seklindedir. Mevcut tiirev @ = u +iv ile tanimlanabilen kompleks hiz ifadesinin eslenigi olan
@ =u—1iv ifadesine esittir ve potansiyel akis problemlerinin ¢dziimiinde biiyiik kolayliklar

saglamaktadir.
6.3.6. Potansiyel akislarda basin¢ alaninin hesabi

Potansiyel akislar, kararli, sikistiritlamaz ve irrotasyonel akislari temsil ettiginden,
basing alaninin hesabinda, iki nokta arasinda (kot farki ihmal edilerek) Bernoulli denkleminin
uygulanmasi yeterlidir:

2 V2

V.
Poo"'poo%:P"'pooT-

[ ——

PT biliniyor
Bu durum Sekil 6.8’de gosterilmekte olup, akis irrotasyonel oldugundan, Bernoulli
denkleminin uygulandigi iki farkli noktanin ayni akim ¢izgisi lizerinde bulunmasi gerekli

degildir.

Y P=P(x,y)

=A==

Sekil 6.8. Potansiyel akista basing alaninin hesabina ait parametreler
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Denklemde serbest akis parametrelerinin (p,, V, ve P,) degerleri genellikle
bilinmektedir. Hiz alan1 ise akim ¢izgisi fonksiyonunun bilinmesiyle,

V2 =u? +v* = (0w /oy ) + (0w /ox)
w=y(x,z). biliniyor

hesaplanabilecektir. Bu durumda basing alani,
P=P, +pOO(V002 —Vz)/z

denklemi ile bulunabilecektir. Uygulamada basing alani1 yerine, boyutsuz basing katsayisinin

(¢, )kullanimi daha yaygindir:

P-P 2
A |
,OOOVOO /2 Voo

Bu denkleme dikkat edildiginde; aynmi hizlar alani i¢in, farkli P, degerleri kullanilarak, farkl

basing alan1 elde edilebilecegi goziikmektedir. Sadece potansiyel akim teorisine uygun olan
bu durum, diger akis kosullarinda gercekei degildir.
6.3.7. Silindirik koordinatlarda akim ¢izgisi ve hiz potansiyeli denklemleri

Yukarida kartezyen koordinatlar igin tiiretilen akim c¢izgisi fonksiyonu ve hiz
potansiyeli fonksiyonuna ait denklemler, ayn1 yontemin uygulanmas suretiyle tiiretilebilirler.

Stireklilik denklemi yardimiyla;

C ()=

—\rV _an
or

VV=0= -
06
oy oy
rV,=——; Vg =—
"To0” Y o
hiz bilesenleri ve akim fonksiyou arasindaki iliski,

y, =Wy ¥

00 or
denklemleriyle; irrotasyonel akis sart kullanarak elde edilen
V=Vg=7,5, +1,5, =225 1% 5
or r 06

denklem vasitasiyla da, hiz bilesenleri ile hiz potansiyel fonksiyonu arasindaki iliski,

o¢ 1 0¢
V,=—;Vyg=—"
T’ r o6
denklemleriyle temsil edilirler. Silindirik koordinatlarda yukaridaki esitlikler kullanilarak,
1oy 0¢. oy 10¢
Vr:——:—, 0:——:——
r o6 or or ro6
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oldugu goriiliir. Kartezyen koordinatlar kisminda gosteridigi iizere, her iki fonksiyon
stireklilik denklemi ve irrotasyonel akis sartlarini karsilarken, Laplace denklemini

olustururlar. Ayrica, Cauchy — Rieman kosullarinin,

1oy _o¢ v _10p
ro0 or or rof

bagintilari ile saglandig1 kolayca gosterilebilir.
Daha once kartezyen koordinatlar i¢in tiiretilen tiim biiyiikliiklerin (6rnegin, kompleks
potansiyel, kompleks hiz, basing alani), silindirik koordinatlarda da benzer yolla

tiiretilebilecegini bir kez daha vurgulamakta yarar vardir.

6.4. Temel potansiyel akislar

Potansiyel akis problemlerinin ¢6ziimii i¢in, akisa ait kompleks potansiyel
fonksiyonun ((I)(z)) bilinmesi yeterlidir. Bu fonksiyonlar temel potansiyel akis sinifina giren
akislar i¢in belirlenmis olup, literatiirde mevcuttur. Bu kisimda en yaygin temel potansiyel
akiglar icin q)(z) esitlikleri verilecektir. Coziim i¢in izlenecek adimlar1 gdstermek iizere
tiniform diizlemsel akis1 g6z Oniine alalim. Bu akisa ait kompleks potansiyel fonksiyon, ‘a’ve
‘b’ degeri bilinen katsayilar olmak iizere;

(I)(z) = (a + ib)z
seklindedir. Denklem,
D(z) = a(x + iy)+ ib(x + iy) = ax + aiy + bix — by
®(z) = (ax —by) + i(ay + bx)
seklinde agilarak akim ¢izgisi ve hiz potansiyeli fonksiyonlari; tlirev alinarak eldeedilecek

kompleks hiz esleniginden ise,

ﬁ:a+ib=W=u—iv
dz

u=a

v=-b

hiz bilesenleri bulunabilecektir. Bdylece tiniform diizlemsel akis i¢in, akim cizgileri ve hiz
potansiyeli egrilerini ¢izmek miimkiin olacaktir. Yukaridaki denklem diizlemsel akis igin
genel hali (egimli akislar dahil) temsil eden bir denklemdir. Sekil 6.8’de 6zel bir diizlemsel

akis hali olarak; yatay yonde (a=u,, b=0) liniform hiz ile hareket eden akisa ait egriler

gosterilmistir.
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4 #=c

yr=¢

Sekil 6.9. Yatay yonde tiniform hizli diizlemsel akisa ait akim ¢izgisi ve hiz potansiyeli
egrileri.

Temel potansiyel akislara ait (D(z) degerleri agsagida gosterilmistir:

Al tird D(z)

1. Uniform diizlemsel akis

P
A,

e
2. Kaynak-kuyu akislari
. D(z)= ¥Q Inz
\\_ s T
e X
~IN +Q: Kaynak
—Q: Kuyu
Kaynak Kuyu
(orjinden) (orjine dogru)
3. Serbest girdap (vorteks)
() =Fo—Inr
2r

+ I : saatin tersi yoniinde donme

—TI': saat yoniinde donme
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Akas tiiri q)(z )

4. Kaynak ve kuyu akisin ayni noktada birlesimi (Dipol)

¢

5. Kose ve kenarlardan akis

(7
" v

Y=0
Konkav kose Konveks kose Kenar akisi
(n>1) (n<I) (n>1)

6.5. Kompleks Potansiyel Akislar

Temel potansiyel akislarinin birlesimi pratikte karsilasilan akis geometrilerine daha
yakin bir problemin ¢dziimiine katkida bulunur. Akim fonksiyonlar1 ve hiz potansiyeli bilinen
iki akigin birlesiminde temel prensip; bu fonksiyonlarmn toplanmasi seklindedir. Ornegin Sekil
6.10°da gosterilen, ideal akiskanin silindir etrafindaki akisi, iniform akis ile dipol akisinin
birlesiminden olusmaktadir. Bu durumda,

Ideal akiskanin silindir etrafindaki akis1 = iiniform akis + dipol akis

stiperpozisyon (birlestirme) yaklasimi kullanarak kompleks akisa ait fonksiyonlar,
Vi=y1+ty,
b =0+,

bagintisi ile elde edilir. Temel akiglarin birlesimi sonucu akim ¢izgileri, yani akisin seyri

belirlendikten sonra, basing alan1 Bernoulli denklemi ile bulunur.
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=

dipol
alasg

Sekil 6.10. Ideal akiskamin silindir etrafinda akist igin siiperpozisyon prensibinin
uygulanmasi ve koordinat tanimlamasi

6.5.1. Dairesel Silindir Etrafindaki Akis:

Kompleks potansiyel fonksiyon i¢in gegerli denklem,

(_
«—{N | @

6

seklindedir. Denklemdeki parametreler igin gegerli; z =x+iy = r.e'’ ve u, =u bagmntilar

kullanilarak,

®(z)= ure'? + 2710 = ur(cos @ +isin @)+ i(cos 0 —isin @)

r r
D(z)= (ur + ﬁj cosd + i(ur - ﬁj sin &
r r
¢ ¥

akim ¢izgisi ve hiz potansiyeli fonksiyonlar1 elde edilir.

Hiz bilesenleri;

V. _loy 1 ur—> | cos @ =| u——|cos @
r ol r r r2

Vo :—6—W=—{u+i}sin9

or r2

denklemleriyle bulunur. Silindir yiizeyinde (=R) radyal hiz bileseninin degeri sifirdur,

dolayisiyla,
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S
V},:O:>u—r—2:0

uygulanarak, silindir yarigapini veren,

R0
u

bagintisi elde edilir. Akig alani igerisinde her iki hiz bileseninin de sifira esit oldugu noktalar
‘Durma noktalar1’ olarak adlandirilir. Silindir yiizeyindeki (#=R) durma noktalar1 i¢in,

Vr=V9=0

Vo =—{u+%}sin9=0:>2usint9=0
r

bagintilar1 yardimiyla;
6,=0 ve 0, =71

elde edilir. Bu durumda, silindir yiizeyindeki akim fonksiyonunun degeri

W|,,:R:m Z{MVS/M—S \/l_u}inﬁz[\/;—\/;]sinﬁzo

olacaktir. Silindir yiizeyindeki maksimum hiz ise,

V=Vy=-2usin@

aﬁ=—2ucost9=0
06

6 =7/2;0, =37/2
degeri kullanilarak,

(Vg )max = —2u

olacaktir. Silindir yiizeyinde boyutsuz basing alani icin ise; V' =V, kullanilarak, asagidaki

baginti elde edilecektir:

P-P, :lonoz —%p[—2UOO siné?]2 :%onoz[l—4sin2 49]

Silindir yiizeyine etkiyen kuvvetlerin bulunmasi icin, Sekil 6.11°de gosterilen serbest cisim

diyagrami g6z oniine alinirsa; siiriikleme ve kaldirma kuvvetlerini veren,

I1/16



© Tiim yaymn haklar1 Dog. Dr. Biilent Yesilata’ya aittir. izinsiz cogaltilamaz.

2z 2z
F, =— [P(Rd0)cosO ve Fy =— [ P(RdO)sin @
0 0

bagntilar1 elde edilir. integral islemi yapilirsa;

F,=F,=0

sonucuna ulasilir. Potansiyel akis teorisinde basing alaninin simetrik olmasindan dolay1 bu
beklenen bir sonugtur. Ancak gergek sartlarda 6nemli seviyede siiriiklenme kuvveti olusur. Bu

celiskili durum, literatiirde “ d’ Alembert paradoksu ” olarak bilinir.

Sekil 6.11. Silindir yiizeyine etki eden kuvvetlerin gosterims

Silindir etrafindaki potansiyel akis i¢in gecerli basing ve hiz dagilimlari, Sekil 6.12°de
gosterilmistir.

Cp
12Ul

Deneysel
N s
5 N e Teorik

| —
<

0 90° 180°

Sekil 6.12. Silindir etrafindaki akisa ait basing ve hiz dagilimi
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6.5.2. Donen dairesel silindir iizerinde akim

Sekil 6.13’de sematik olarak gosterilen, donen silindir etrafindaki akim; tiniform, dipol
ve serbest girdap akislarinin birlesiminden olugsmus kompleks bir akistir. Akisa ait

biiytlikliikklerin hesabinda, bir Onceki kisimda izlenen asamalar aynen bu akisa da
uygulanacaktir.

Sekil 6.13. Donen dairesel silindir etrafindaki akim

S I
CD(Z) = uz + — —i—Inz
. z 27
Uniform akik &

Dipol  Basit girdap
-6

(D(z) —ure'? + ser - i%ln(rem)
—i0

D(z) = ure® 434 iLln(r + 1'(9)
r 27

Akim cizgisi ve hiz potansivel fonksiyonlar:

Silindir etrafindaki akim analizi sirasinda elde edilen s = R* kullanilarak,

2
¢(V,0)ZMVCOS9+SCOSH-FLH:urcose ]+R_ +Lg
r 27 P2 2r
; 2
W(V,9)=MFSin9—Ssme—LIm”:ursinH I—R— —Llnr
r 27 r2 2z

Hiz Bilesenleri:

v, _Lov ={u—i}:os€
r 60 r2

V, __ov__ ut— sin9+L:>
¢ or 2

V4 27

Radyal yonde elde edilen hiz bileseninin sabit silindir iizerindeki akim ile ayni olduguna
dikkat edilmelidir.
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Durma Noktalari (r =R):

V=0=R=+s/u

r

477\/5 =4

Durma noktalarinin sayist ‘ f° degeri ile iliskili olup, mevcut alternatif durumlar Sekil

Vo =0:>—[u+u]sint9+L\/z=0:>sin6’=
27\ s

6.14’de O0zetlenmistir.

— _-H-"-\_
Ve S
y - = >
7 ~ vy A I
- AP - S 4 <
£=0 < @
< - L
- : ., -
\\-..
D ——
L . _ _
. .
~ =1
AN
po=1 )
<z
-
\\\_/// =

Sekil 6.14. Donen dairesel silindir etrafindaki akimda durma noktalarinin © £ ile degisimi

Silindir Yizevyinde Basin¢ Dagilima:

1 1 r )
P, +—pU? =P +=p| —2Usin6 +—
2P y 2p( 2;er

1 r \?
P,—P, =—pU?|1-| —2sin6+
2 27RU

Silindir Yizeyine Etkiven Kuvvetler:

Siiriiklenme kuvveti;
2w
F,=—[P,Rcosdf=0
0
Kaldirma kuvveti (u pozitif x yoniinde ve I' pozitif yonde olmak lizere);
2w
F, =—[P,Rsin6d0 = —pul
0

Kaldirma kuvveti i¢in elde edilen bu denklemden ¢ikarilacak 6nemli bir sonug¢ “liniform akim

icinde, kendi ekseni etrafinda donen bir silindir iizerine, akiskanin uyguladigi tasima kuvveti,
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sadece akiskana ve silindir agisal hizina baghdir” seklindedir. Denklemdeki net sirkiilasyon

i¢in,

2 2 r
I'= [VyRdO = (— 2Usin9+—de0
0 0 2mr
oldugu hatirlanmalidir. Donen silindir etrafindaki akis ile ilgili asagidaki iki olayin
bilinmesinde fayda vardir:

1) Magnus Etkisi:

Donen cisimler {izerinde etkili olan kaldirma kuvveti olarak adlandirilir. Bir beyzbol
ya da golf topunun, hiz dogrultusuna dik yonde bir egri olusturmasi bu etkiye bir 6rnektir.

11) Kutta — Jukowski Teoremi:

Uniform akim igine, ekseni akima dik olarak yerlestirilmis silindirik bir cismin (dairesel
kesitli olmasa da) yaratacagi tasima kuvveti; cismin yarattig1 net sirkiilasyon “c” kapali egrisi

tizerinde;
2
I'= IV.ds
0

ifadesi ile hesaplanabilir oldugu siirece,
F, =p,U,T

denklemi ile belirlenebilir.
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COZUMLU PROBLEMLER (6. BOLUM)

PROBLEM 1

Sekilde gosterilen viskometrik akis i¢in hiz vektorti,
V:U%&

olarak veriliyor.

a) Akim fonksiyonunu bulunuz?
b) Akis miktarini esit olarak bdlen akim ¢izgisini belirleyiniz?

CcOzZUM
a)

u=U2 =Y oy (xy)=ULdr+ 1)
h oy h

2
W=U§;+f@)

2
y=Qw=03f@p0:w=U%;
b)
Akim fonksiyonu y = h’ta maksimum oldugundan;

2

y h
¥ max :UE:UE
h h
O =V max ~¥min :UE_OZUE
1 hooy? h
l//Q/Z 2V/max 4 Y Y \/5
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PROBLEM 2
Silindirik koordinatlarda hiz vektor,

~ A~ A~
V=— 5,, +— 5@
r r
olarak verilen sikistirilamaz akisa ait akim fonksiyonunu belirleyiniz?

CcOzZUM

1oy oy
v, =-2% v,=-2
" 80 " o

w(r,0)=[rV,.do+ f(r)= r¢9§+f(r): A6+ f(r)

o (r.0)=—[Vydr + g(e):_jfm 2(0)=—Alnr+ g(6)

A6+ f(r)=-Alnr+g(0)

f(r)=—Alnr

(6) 40 }:My:AH—Alnr
g =

PROBLEM 3
Serbest vorteks i¢in hiz alani,
~ C ~

olarak veriliyor.
a) Akim fonksiyonunu bulunuz?
b) Hacimsel debiyi (birim derinlik i¢in) 7y =0.05m ver, =0.7m arasinda belirleyiniz?

a)

oy c
Vo y,=-=
or 0 r

w(r,0)=Vydr+ £(0)= —%dr + £(6)=clnr+ £(0)

y. =L 1 rg)=0= £(6)= sabit = ¢,
rog r

v =——clnr+c

b) Birim derinlik i¢in hacimsel debi

sz@z)—w(ﬁ):cm(ij

b 1”2
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PROBLEM 4
Bir akis alaninda akim ¢izgisi denklemi i¢in,

2 2
y=x -y
bagintis1 verilmektedir.
a) ¥ =0 ve y =4 degerlerini kullanarak, akisa ait akim ¢izgisi egrilerini ¢iziniz?

b) akisin irrotasyonel oldugunu gésteriniz?

cOziM
a)
Akim ¢izgileri egrileri farkli x ve y degerleri kullanilarak w =0 ve w =4 i¢in asagidaki
sekilde elde edilir:
\\_\\. / {// = “'
‘.“‘\-\-‘.“\-\\\\. . e ".#_,"
‘ . - /,_,'
e \“\.\\.ﬁj;;_-\ =4
o= —l*” “/
‘/’ e .
w=0
b)
; 14 =—2y5x +(- 2x)5y
S
ox
oy 0y O,
o=l & OV M5 (Cas2)=0
ox oy Oz ox Oy
u v.ow
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AKISKANLAR MEKANIGI II DERSI II. ARA SINAVI COZUMLERI
Tarih: 21/12/2003  Siire: 90 dak.

SORU 1 (25p).
Iki boyutlu siirtiinmesiz bir akisa ait hiz ve agirlik (yergekimi) kuvveti vektorleri:

V=(Ax+By)i-Ayj] ; g8=gj ; (A=1s"B=2s"g=9807ms?)
olarak verilmektedir.denklemde pozisyon (x,y) ve hiz sirasiyla ‘m ve m/s’ birimleriyle

tanimlandigina gore Euler momentum denklemi yardimiyla (x,y)=(1,2) noktasina basing
degisim (gradyant) vektorii (@P) i¢in gecerli bagintiy1 tiiretiniz?

oziim 1
V=(Ax+By)i—Ay g=g] (x,y)=(1,2)
DV - . - DV - . DV
——=-VP+pg=-VP=p|—-g |=>VP= -—
o 5 p[ 2 g} p{g DJ

by _or oV V%/+ Wz_V = (Ax + By)(A7) + (—Ay)(Bi — 4))
zZ

%:hzj:ﬁpzp[—ﬂmoj]

SORU 2 (50p). «.cocucuneuces (a)10p, (b)10p, (c)5p, (d)15p, (e)Sp.
Iki boyutlu bir akis alanina ait akim ¢izgisi denklemi
y=a(x’ -y, (a=3s")

denklemi ile verilmektedir.

a) Akisin dongiisiiz (irratosyonel) bir akis oldugunu gosteriniz?

b) Akis i¢in hiz potansiyelini (¢) veren denklemi tiiretiniz?

c) w veg denklemleri kullanilarak, bu iki parametrenin olusturdugu egrilerin akisin her
noktasinda birbirine dik oldugunu gdésteriniz.

d) w :0,1,2 ve 3 sabit degerlerinin her biri i¢in x: 1, 2, 3, 4 ve 5 degerlerini kullanarak
akim cizgisi egrilerini olusturunuz ve bu bolgedeki akisin geometrisi ve akis yoni ile
degerlendirme yapiniz?

e) x=3 noktasini gz Oniine alarak, hizin hangi akim ¢izgisi arasinda en biiyiik degere
sahip olacagin belirleyiniz?

Oziim 2
v =a(x’ =)
a) u:a—l//z—Zay, v=8—1//:—2ax
oy ox
= = ov Ou .
VxV =0= —-—=0= -2a+2a =0= irrotasyonel
ox Oy

1V/24




© Tiim yaymn haklar1 Dog. Dr. Biilent Yesilata’ya aittir. izinsiz cogaltilamaz.

b)
u =?:> ¢ =2axy+c,(y)
p ¢, () =ey(x) = 0= ¢ = 2axy
o
v=—=¢=2axy+c,(x)
oy
c)
; 9 /2 Zx LTy, 1= Dk
dl//=0:>—y=— ylox  —2ax x| Xy
dx oy /Oy -2ay y
d)
yz = 52 _szz —ll//
a 3 w=0
A —
X y=0 |y=1 |y=2 | y=3 v N w=3
1 1 081 [0.57 |0
2 2 191 | 1.82 |1.73
3 3 294 [2.88 |2.82
4 4 3.95 [3.91 [3.87
5 5 496 | 493 |4.89 0
X
e)
x=3 W, —V¥, =V, —¥, =y, -y, = oldugundan hizlar esittir.
SORU 3 (50p). «cceeeveunennee (a)10p, (b)10p, (¢)Sp.
Potansiyel akim alani icerisinde hareket etmekte olan bir akigkan partikiiliine ait hiz vektorii,
. K -
V=—-1I,
2mr

olarak verilmektedir. Bu akis1 gz Oniine alarak;

a) Akim ¢izgisi denklemini tiiretiniz?
b) Hiz potansiyeli denklemini tiiretiniz?
c) w veg egrilerini (hesaplama gerekmeksizin) yaklasik dl¢ekte ¢iziniz?
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Coziim 3
V:ﬁfg =v, =0,v, S
2mr 2mr
oy
a) v9=—a—:>t//=——lnr+cl/@9))'
r
1 0¢
b =——— =——0+
) 0 7/'86 ¢ T 2
K
_ (Wﬂ] 2 2 .
c) r=e = x”~ +y° =c= ¢ember denklemi
¢
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AKISKANLAR MEKANIGI II DERSI II. ARA SINAVI COZUMLERI
Tarih: 04/12/2004 Siire: 75 dak.

Soru 1.....(30p)
DV = 2
PD—tZPg+Vp+,LlVV ...................................................................................... (1)
Yukarida verilen (1) nolu vektorel diferansiyel denklemi g6z oniine alarak asagidaki sorulari
yanitlayiniz:

a) Denklem (1)’in literatiirde bilinen ismini yazarak, fizigin hangi temel prensibinden
yola ¢ikilarak tiiretildigini yaziniz?

b) Denklem (1)’de bulunan her bir terimin fiziksel anlamin1 yazarak, tiiretimi sirasinda
kullanilan varsayimlar1 yaziniz?

c¢) Denklem (1)’in mevcut haliyle ¢6ziimii i¢in ka¢ tane simir sartt ve ilk zaman
(baslangic) sart1 gereklidir?

d) Denklem (1)’1 kullanarak, iki-boyutlu potansiyel akis i¢in gecerli denklemi tiiretiniz
ve bu denklemin kartezyen (x ve y) ve silindirik koordinatlar (r, 0) icin agilimini
yapimiz?

e) Denklem (1)’i kullanarak, Bernouilli denkleminin nasil tiiretilecegini
gosteriniz/agiklayiniz?

oziim 1
Coziim ders notlarinda mevcut (Bknz: Momentum denklemi tiiretimi).

Soru 2.....(20p)
Asagidaki kavramlar arasindaki temel farki kisaca belirtiniz / sekil ya da denklem yardimiyla
ifade ediniz?
momentum denklemi — Euler denklemi - Bernouilli denklemi- Nav. St. denklemi
siirtiinmesiz akig — potansiyel akis
akim ¢izgisi — hiz potansiyeli — kompleks potansiyel
kaynak akist — kuyu akist — dipol akis
serbest girdap (vorteks) — zorlanmig girdap (vorteks)

Coziim 1

Coziim ders notlarinda mevcut (Bknz: Momentum denklemi tiiretimi ve potansiyel akiglar).

Soru 3.....(25p)
Potansiyel akim alani icerisinde olan bir akis i¢in kompleks potansiyel fonksiyon,
2
O(z)=(z —a—)i .................................... a: sabit
z

denklemi ile tanimlanmaktadir. S6z konusu akis i¢in; akim ¢izgisi (), hiz potansiyeli (¢), hiz

bilesenleri (v,.,vy) , boyutsuz basing katsayisi (¢ p) ve durma noktalari’ na ait formiilleri tiiretiniz?

oziim 3
2 2 2 .
D(z)=|z-L li=ix+iy-—— ):i(x+iy—M
z X+iy (x+zy)(x—zy)
.2 2 2 2
. ua " x+a . a R a x
lx—y—2—2);3®(2)=¢+ll//=—y— > yzl(x— 5 2)
X“+y X“+y X" +y
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Hiz potansiyeli fonksiyonu,

2 2
>¢g=—y— 2a y2 :—rsin9(1+a—2]:>
X +y

akm ¢izgisi fonksiyonu,

2 2
>y =x- 2a al 5 :rcosﬁ(l—a—zj
X +y r

hiz bilesenleri,

" or r?

2
=V =a—¢=sin9(a——lj

2
=V, =la—¢=—cos0 a_2+1
r o6 r

Durma noktalari:
Vi=V4=0 olmalidir. r=0 i¢in V,=0’dur.
V,=-2cos@ =6 =n/2ved, =37/2

Boyutsuz basing katsayisi i¢in, hiz degerinin asagidaki denklemde yerine konumasi

gereklidir.
P-P, y?
= =|1- -
5 P
Soru 4.....(25p)

Iki-boyutlu potansiyel bir akis; fonksiyonel tanimlamasi,
D,(z)=K;z ve Dy(z2) =K, Inz............. (K; ve K>: sabit)

olarak verilen iki akisin birlesiminden olusan bir akisla temsil edilebilmektedir. S6z konusu
akis i¢in akim ¢izgisi ve hiz potansiyeli fonksiyonlarini belirleyerek,

a) sikistiramaz ve dongiisiiz akis kosullarinin saglanip saglanamadigini test ediniz?
b) iki fonksiyona ait egriler arasinda diklik sart1 gegerli olup olmadigini test ediniz?
¢) akisa ait bir kag akim ¢izgisini tahmin ederek, nasil bir akis oldugunu yorumlayiniz?

Coziim 3

Coziim asamalari i¢in ders notlarina bakiniz.
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AKISKANLAR MEKANIGI II DERSI II. ARA SINAVI COZUMLERI
Tarih: 22/12/2005  Siire: 75 dak.

SORU 1 (40p).

Iki boyutlu kararli bir akisa ait hiz vektorii; V=xp i- y2/2 j olarak verilmektedir:

a) potansiyel akis kosullariin gecgerli olup, olmadigini belirleyiniz?

b) akim fonksiyonu ve hiz potansiyel egrilerine ait denklemleri tiireterek, iki egri arasindaki diklik
kosulunun gecerli olup, olmadigini belirleyiniz?

¢) x>0 ve y>0 bolgesinde ¥=0, ¥=20 ve P=50 degerlerinin her biri i¢in akim ¢izgilerini ayn1 grafik
iizerinde gosteriniz (egriler, x degiskeninin 1, 2 ve 3 degerleri icin ¢izilebilir) ?

d) x=1 degerini referans alarak (d) sikkinda elde ettiginiz grafik yardimiyla hangi iki akim ¢izgisi
arasinda akis hizinin en yliksek degere ulasacagini tespit ediniz?

COZUM 1
a)
szyf—yz/Zj
ou Ov 0 0 2
—+—=0=>—0)+— (Y /2)=y—-y=0.............. sikistiritlamaz
oo ax(y) ay(y )=y-y $
ov oOu 0 5 0 e
——=0=>—(—y"/2)— () =0-y=—y.ccc....... dongiilii
o o %2 ay(y) y=-y g
PA sartlar1 saglanmiyor.
b)
Diklik sart1
u—a—l/l: = [xy.dy +c = —£+c

Y 4 y.ay 4 >

oy y xy°
vV=———>y=|"—udx+c =——+c

ox v J i 2

Y, x’y
uz—:>¢=.[xy.dx+c:>l//:—+f(y)

ox 2

2 2 2 3 3

u:%3%2L+M:_V_jf(y):_u_y_+c:¢:y_

ox oOx 2 dy 2 2 6 6
dy|  oylax  (-v) v @j v _=yi2 -y
dx|,, oy /Oy u u dx), u xy 2x
dy| __oplex () __u Q] __u_2x
dx¢ 0@/ oy v v dx¢ v oy
QJ Q] =—1 saglantyor
dx v dx 4
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¢)
2
_X
v 2
y=0 | y=20 | y=50
x=1 0 6.32 10
X= 0 4.47 7.07
x=3 0 3.65 5.77
12
10 1
8 1 w=50
[
4| w=20
2 4
v=0
0 * * *
1 2 3
d)

Vi—W¥o :6.32>l//2 -y =3.68

Potansiyel akim alani icerisinde olan bir akis i¢in kompleks potansiyel fonksiyon,
q)(z) = 2Uz""?
denklemi ile tanimlanmaktadir. Denklemlerde U serbest akis hizi olup, degeri sabittir. S6z konusu akis
icin asagidaki biiyiikliiklere ait formiilleri tliretiniz?
a) hiz bilesenleri (v,,v, )
b) boyutsuz basing katsayis1 (¢p)
¢) durma noktalari.

CcOZUM 2
a)
D(z) = 20z"2
q) .
4e(z) —Uz V2 =y V21002 :i(cosg—ising)
dz Jr 2
=—sin—

U _ 6 ;
¢SOy A

r=(x?+yHl? 02 =(1/2)tan" (y/x)

b)
y:o_ i)

cp=l-—"=1- 3
Ve U

)

v, =v,, =0 sarti uygulanarak bulunur.
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SORU 3 (30p).
Potansiyel akim alani1 igerisinde donen-dairesel bir silindir etrafinda hareket etmekte olan bir akiskan
partikiiliine ait hiz vektoriiniin bilesenleri asagidaki denklemle verilmektedir:

8 =[U—S/r2]cost9 sV, =—[U+S/r2]sin9+a)

Denklemlerde U serbest akis hizi, S dipol siddeti ve @ agisal hiz olup sabit degerlerdir. S6z konusu
akis icin; asagida verilen biiyiikliiklere ait denklemleri tiiretiniz?

a) akim c¢izgisi (v),

b) hiz potansiyeli (¢ ),

¢) kompleks potansiyel fonksiyon (®D(z))

cOziM 3
a)
v, :la—y/:y/:sinﬁ(ur—ﬁﬂf(r)
r 06 r
Vg :_a_‘/’:a_"//:sinﬁ(u+i)+—f(r) :sin6’(u+i)+W:>f(7’)=W”:>'//ZSing(”"_i)err
or or r? dr r? i
b)
v, :%:¢=cosﬁ(ur+£)+f(9)
or r
Vy =—%%:% =sin6’(ur+§)+—f;z) =—sin6’(ur+;)+W:> f(@)=wb = ¢=COS‘9(”’”+;)+W‘9
©)
O=9g+iy
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