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Chapter 1

Giris

1.1 Neden Sayisal Yontemler?

Matematikte degisik tipte denklem tiirleri ile kagilagmak miimkiindiir. Bunlardan bazilar: 6nceki matematik
derslerinde ele alinmigtir. Ornegin lineer denklemler ax + b = 0,a,b € IR,a # 0 denkleminin ¢éziimini
x = —b/a olarak elde etmistik. Bunun yanisira lineer olmayan pek ¢ogu igin ki bunlardan en kolay1 ax? +bx+c =
0,a,b,c € IR,a # 0 tipinde 2.dereceden polinomlar(parabol) dir. Bu denklemin iki ¢ozmiinii x1, 22 olarak
adalandirirsak ¢oztimleri x; = _biV b2 dac ;' — 1,2 ile gosterilir. 16. yiizyilda Italyan matematikciler Niccolo
Fontana Tartaglia (1499-1557), Lodov1co Ferrarl (1522 1565) ve Girolamo Cardano (1501-1576) ” Artis magnae
sive de regulis algebraicis liber unus” adli makalelerinde 3.ve 4. dereceden polinomlar i¢in bu formiile ¢ok da
benzer olmayan bir formiil ortaya koydular. Tabi bulunan bu formiillerin genellemesi, §u ana kadar, derecesi 5
ve 5 ten biiyiik hehangi bir polinomun kéklerini bulmak icin genellestirilemedi. Ornegin 2° —4xz—2 = 0 denklemi
gibi. Polinom denklemlerini ¢oziimleri i¢in genel anlamada bir formiil olmadigi i¢in bu tiirlii ve hatta daha genel
anlamda f (x) = 0 formunda tiim denklemlerin ¢éziimleri i¢in yaklagimlar verilicektir. Burada bir denklemin
¢coztimi var midir? ve eger ¢oziim varsa bu ¢ozimi nasil buluruz? sorularimin cevabini arayacagiz. Bu derste
goriicegimiz bagka bir konu ise f (x) fonksiyonunun g, x1, ..., 2, gibi belli noktalarda degerleri verildiginde bu
f (x) fonksiyonunu nasil olusturabilirizdir. Diger bir konu ise integralle ilgilidir. fol exp (z) dx veya foﬂ cos (x) dx

integrallerini hesaplayabilirken fol exp (acQ) dx veya foﬂ cos (acQ) dzx gibi integralleri nasil hesaplayabilir hakkinda
konusucagiz. Ele alinacak olan tiim ntimerik tenkniklerin belli oranda hata pay1 oldugu gibi bu hata paylarindaki
analizler verilcektir. Sayisal yontemlerde, yinelemeli hesaplar icin bilgisayar ¢oziimlerine ihtiyag duyacagiz.

1.2  Sayisal Analizin Gegmisi

Niimerik algoritmalarin ge¢misi ¢ok eski zamanlara dayanmaktadir. Eski Misirda ”"The Rhind Papyrus
(1650 M.O)” basit bir denklemin kékleri nasil bulunuru agiklamigtir. Archimedes of Syracuse (287-212 MO)
ise geometrik egkillerinin hacimlerin, alanlarin veya uzunluklarin nasil hesaplandigini bulmustur. Yaklagimini
bulma yontemi kullanilmi sayisal integrallemenin ruhunu olugturmustur ki bu ise saac Newton and Gottfried
Leibnitz in 6ciiliigiinde matematiksel hesaplamanin geligimine katkida bulunmustur. Niimerik hesaplamanin
geligiminin biiyiik bir kismi, matematiksel modellemenin fiziksel gerceklige(fiziksel olaylar,mithendislik, tip,
ticaret vb.gibi) uygulamalariyla Newton and Leibnitz tarafindan hesaplamanin kesfi ile baglamigtir. Bu matem-
atik modeller zaman zaman agik bir sekilde ¢oziilemediginden sayisal yontemlere ihtiyag duyulmustur. Sayisal
analizdeki en 6nemli geligmelerden bir digeri de Napier (1614) tarafindan logaritmanin kesfidir. Newton cesitli
problemlerin sayisal ¢ozlimleri igin bazi yontemler bulmustur. Onlardan bir kagi kok bulma ve polinomlarin
interpolasyonudur. Newtonu takip eden 18. ve 19. yiizyildaki matematikgilerin ¢ok biiytik bir kismi, matem-
atiksel problemlerin sayisal ¢oziimlerinde biiylik katkilar saglamiglardir. Bunlardan bazilari Leonhard Euler
(1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), and Karl Friedrich Gauss (1777-1855) tir. 1800 li yillarin
sonlarinda matematikgilerin biiytik bir kismi ilgi alanlar: ¢ergevesinde sayisal analizi kullanmig olup gelisimlerde
bulunulmaya devam etmektedir.
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1.3  Sayisal Analize Genel Bir Bakis Acgisi

Sayisal analiz, problemlerin sayisal ¢ozlimlerinin teorik geligmeleri ve bunlarin bilgisayar programlarina
etkisi ve glivenilirligi ile ilgilenmektedir. Pek ¢ok sayisal analizci kiiciik alt alanlarda calismalarini siirdiirmekte
olmasina ragmen genel bir perspektif ve ilgiyi paylagmaktadirlar. Bunlardan bazilar: sunlardir:

(1) Genel anlmada bir problem direkt olarak ¢oziilemiyorsa problemi, probleme ¢ok yakin olan ve prob-
lemden daha kolay baska bir problem ile degistirmek. Ornegin niimerik integralleme ve kok bulma
yontemleri

(2) Lineer cebir, reel analiz ve fonksiyonel analiz alanlarinda olduk¢a genig bir kullanim alanina sahiptir.

(3) Hata ile ilgili temel bir merak stz konusudur. Hatanin biiyiikliigii ve onun analitik formu bunlarda
bazilaridir. 1. sikta bahsedildigi tizere problemin kendisi degilde yaklagik problem ele alindiginda
hesaplamalrdan dogiiacak bir hata kaginilmazdir. Dahasi hatanin formunu anlamak sayisal metodun
yakinsaklik davranigini iyilestirecek sekilde tahmin etme yontemini olugturur.

(4) Kararlilik, problemlerdeki parameterelerin veya verilerdeki kiiciik degisimlere karg: problemin gostermis
oldugu hassasiyet olarak adalandirilir ve sayisal analzide oldukc¢a 6enmli bir konudur. Ornegin

p(r) = (@-1)(-2)(z-3)(z—4)(z—-5)(r—6)(z-7)
= 27 —282% + 32225 — 19602* + 67692> — 1313222 + 130682 — 5040

polinomunun kéklerinden biri 5 ve 6 dir. 2% teriminin éniindeki katsayiyr —28.002 ile degistirdigimizde
5.45940.5401, olarak buluyoruz ki degerde oldukca biiyiik bir degigim vardir. Bu tiirlii polinomlara, kok
bulma problemlerine gore kararli olmayan veya iyi tanimli olmayan polinomlarda denir. Bu anlamda
problemlerin ¢oziimleri i¢in gelistirilen sayisal yontemler, orjinal problemin ¢oziillmesinden daha fazla
hassasiyet tagirlar. Dahasi, orjinal problemin kararli ve iyi tanimh olduguda incelenmelidir.. Bu tiirli
konular1 6zelliklede sayisal lineer cebirde gorebilirsiniz.

(5) Numerik analizciler, bilgisayar aritmetigini kullanan sonlu ifadelerin etkileri ile oldukga ilgilidirler.
Bu tirli problemleri yine sayisal lineer cebirde goriicegiz. (Orneé;in yuvarlama hatasini iceren biiytik
problemler gibi)

(6) Niimerik analizciler, algoritmalarin etkisinin él¢iimii ile oldukga ilgilidirler. Belirli algoritmanin maaleiyeti
nedir sorusu onlar icin ¢ok énemlidir. Ornegin, n denklem iceren Az = b lineer denklemini ¢ozerken
n? miktarinda aritmeatik iglem kullanilmaktadir. Bunu diger problemlerin coziimleri icin sayisal
yontemlerle nasil kagilagtirabiliriz?

1.4 Sayisal Yontemlerin Siniflandirilmasi

Say1 sistemleri ve hatalar (Number Systems and Errors)

Denklemlerin kéklerinin bulunmasi (The Solution of Equations)

Lineer denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin bulunmas: (Matrices and Systems of Linear Equations)
Optimizasyon (Optimization)

Egri uydurma (Regression)

Sayisal integral (Integration by numerical methods)

Sayisal tirev (Numerical differentiation)

Adi Diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri(The Solution of Ordinary Differential Equations)

Kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri (Numerical Solution of Partial Differential Equa-
tions)

=~~~

1)

2)
3)
4)

5) Interpolasyon (Interpolation)
6)

7)
8)

)

)

—~



Chapter 2

Say1 sistemleri ve hatalar (Number Systems and
Errors)

2.1  Tam Sayilarin Gosterimleri (The Representation of Integers)

Hayatimizda sayilar1 ondalikli sistemlerde kullaniriz. Buna gore 257 sayisinin ondalik gosterimini

257 = 200+50+7
2.10%2 +5.10 + 7.10°

olarak yazabiliriz. Buna gore herhangi bir tam sayiyi, katsayilar: 0 ile 9 arasinda degigicek sekilde poli-
nom olarak ifade edebiliriz. Bunun i¢in kullanmig oldugumuz gosterim asagidaki gibidir: ag, a1, ao,...,a, €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} i¢in

N = (apnan-1...a0)q,
= a,. 10"+ ap_1.10" 4 4 qg.10°,

Neden 10 luk sistem kullanildigina dair temel bir gercek de bulunmamaktadir. Bununla birlikte elektriksel
tepkilerde ag¢ik(on)-kapali(off ) ifadeleri kullamlmaktadir ve bunlarin bilgisayarlarda gosterimleri ikili sistemlerle
(binary system) ifade edilir. Bu ifadelerde ise 2 taban olup olup, polinomun katsayilar1 0 ile 1 dir. Negatif
olmayan bir tamsayiy1 2lik sistemde agagidaki gibi gosteririz. ag, a1, as, ..., a, € {0,1} icin

N = (anan-1...a0),

= ap.2" +an 1.2" 4 4020,

Bilimsel galigmalarda kullanilan pek ¢ok caligma 2/ik sistemde iglem yapsada bil- Elww
gisayar kullanicilarin ¢ogunlugu 10luk sistemde caligmay1 tercih ederler. Bu sebepten Ix2+1= 3
otirii iki sistemin birbirine cevirilmesi gerekmektedir. 2lik sistemden 10luk sistme 3x2+0= 6
ceviriyi 2/ik sitemin tanimmdan direk olarak verebiliriz. Ornegin e
Sxar0o108
(11), = 12+1.2°=3 o k3o
(1101), = 1%2%4+1%22+0x2"+1%2°=13
FiGURE  2.1. Algoritma
Bunu genel olarak asagidaki algoritma ile verebiliriz. 2T

ALGORITMA | 2.1. N = (anan—1...a0), ,0 < z < 10 dogal saysinin 10 tabaninda
N = by olarak gésteririz ki burda by asagidaki yinelemeli islemler sonucunda elde edilir:

3
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bn
bn—l
bn—2

bn73

b1
bo

pr—y an
= Qp_1+byx
(p—2 +byp_1

= Gap-3+ bn721'

= ai+ byx

= agp+bix

ORNEK 2.2. (1101)2 ifadesini yukaridaki 2] algoritmasine kullanarak 10luk sisteme déndstiriniz.

1101 = asasaiag
b3 = az3=1
bo = as+2%xb3=1+2%x1=3
bi = a1 +2xby=0+2%x3=6
bop = ap+2xb;=14+2%x6=13
(1101)y = by =13

ORNEK 2.3. (10000) ifadesini yukaridaki [21 algoritmasine kullanarak 10luk sisteme dontstiriniiz.

10000 = ag4azasaiag
by = as=1
b3 = a3 +2*xby=04+2%x1=2
bo = as+2%xb3=0+2%x2=4
by = a1+2%xby=0+2%x4=28
bp = ap+2*xb;=0+2%x8=16
(10000); = by =16

ORNEK 2.4. 187 ifadesini 2lik sisteme dondistiriniz.

187 = 2 % 93 4+ 0 =b=1
93 = 2 x 46 + 0 =b=1
46 = 2 x 23 + =by=0
2 = 2 % 11 + 0 =by=1
11 = 2 x 5 + [0 =b=1
5 = 2 x 2 4+ [0 =b=1
2 = 2 x [0 + =bs=0

=b;=1

187 = (10111011),

2 418

2)209 + 0

2104 +1
2)52 + 0

2)26 + 0
2)13 + 0
26 +1
2)3+0 Read
23 +1 digits

0+1 up

Ficure 2.2. 10luk sis-
temden 20k sisteme
dontistim

O

2.5. 2lik sistemden 8lik sisteme dontsim yaparken veya 8lik sistemden
2lik sisteme dontsim yaparken asagidaki tablyou kullanwriz ve saylart 8 hane olarak

birler basamagindan baslayarak ayirirz.
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TABLE 1. 2lik sistem ve 10luk sistem dngm tablosu

10luk sistem | 2lik sistem

OO || T | W N[O

—_
o
—
—
(@)
=
(e
=
N

ORNEK 2.6. (347)g ifadesini 2lik sisteme dontstiriniz.

(347)g = ( (10), (100), (111), ) = (10100111),

ORNEK 2.7. (10111011), ifadesini Slik sisteme déondistiiriniiz.

(10111011), = ( (10), (111), (011), ) = (273)4

2.2  Kesirli Sayilarin Gosterimleri (The Representation of
Fractions)

- 2.8. x bir pozitif tam say ve x1 bu sayrdan kicuk en biuyik tam sayr olmak
uzere

Tp =T —Xg
ifadesine x reel saysinin kesirli kisme denir ve asagidaki sekilde gosterilir:
o0
rp =Y bl0F,0< by < 10.
k=0

_ Eger by, sayisy herhangi bir sayida sifer oluyorsa kesirli ifade durdurulmustur denir.
Ornegin

1 -1 —2
120.25:2*10 + 5% 10
kesirli ifadesi durdurulmustur ancak

1
3 = 03333.. =3« 1071 +3%1072 + ...

NOTASYON . & = apGpn_1---ag.biby - - - reel saysine 10luk sistemde (anan—1---ag.biba )y,
veya 2lik sistemde (anan_1---ag.bibs---), olarak gostericegiz.
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ALGORITMA | 2.9. N = (0.b1by....), , reel saysinn x tabaninda asagidaki islemlerle

elde ederiz:

fo = 0.bybs....

di = (vxfo);, f1=(x*fo)p
dy = (vxf1);,fo=(x*f1)p
d3 = (vxfa)r,fs=(x*f2)p

N = (0.didy...),

ORNEK 2.10. (0.7)y ifadesini 2lik sisteme déniistiriniiz.

2%07=14=d; = (1.4), =0 f; = (1.4), = 0.4
2%04=08=dy=(0.8), =00, f» = (0.8), = 0.8
2%08=1.6=ds = (1.6), =00 f3 = (1.6), = 0.6
2%0.6=12=dy=(1.2), =0 f4 = (1.2), = 0.2
2%02=04=d; = (04), =0, f5 = (0.4), = 0.4

(0.7);o = (0.10110011),,

ORNEK 2.11. (0.625),, ifadesini 2lik sisteme dondistiiriniiz.

2%0.625 = 1.25 = dy = (1.25), =0, f; = (1.25), = 0.25
2%0.25=0.5=dy = (0.5), =0, fo = (0.5), = 0.5

2%¥05=1=d3=(1), =0 f3=(1)p =0
2x0=0=ds=(0); =0 f1 =(0)p =0

(0.625),, = (0.101),

ORNEK 2.12. (0.101), ifadesini 10luk sisteme doniistiirimiiz.

Algoritma yi kullanabiliriz:

10 # (0.101), = (1010), * (0.101), = (110.01), = d; = ((110.01),), =[110)y = 6),f] f, =
10  (0.01), = (1010), * (0.01), = (10.1), = d» = ((10.1), _ f2
10 % (0.1), = (1010), * (0.1), = (101), = ds = ((101),), =[AOD)] £, =

(0.625),, = (101),

Carry 0.314
2

0628
2

1]256
2

0512
2

1].024
2

0].048
2

0].096

O
FIGUureE 2.3. 10luk sis-
temdeki ondalik sayilarin
2lik sisteme doniigtimii

((110.01),) . = (0.01),
((10.1),) , = (0.1),

)2)p = (0),



1010 % 0.101 = 101 * 101 * 1072 = 110.01

101
1 01
101
000
101
1100 1

2.3 Kayan Noktali i§lem1er (Floating Point Arithmetic)

Bilgisayar (computing) camiasinda reel sayilara reel say1 degil de kayan noktal
say1 denmesinin nedeni noktanin yerinin degistirilebilir olmasindan kaynaklaniyor ol-
masiymis. misal reel sayilari gostermek icin 8 basamak kullanalim dersek 1.2345678,
1234567.8, 0.000012345678, 12345678000000000, vs. seklinde sayilar1 gosterebiliyoruz.
eger sabit noktali kullanim olsaydi, her sistemin ”ben noktadan sonra en fazla su kadar
basamak gosteririm” seklinde tasarlanmasi gerekirdi. Oyle olunca noktadan sonra iic
basamak gosterecegim denilirse 9.123 gosterilebilir ama 9.1234 gosterilemezdi.

- 2.13. n basamakl B tabanindaki kayan noktaly x saysinin en genel halde
gosterimi asagidaki gibidir:
r == (O.dldg...)ﬁ * ﬁe
burada 0.d1ds... saysina mantis (mantissa-ondalik kisim), e sayisina da kuvvet (expo-
nent) denir. di # 0 ise kayan noktaly x sayisina normallestirilmistir denir.

- 2.14. k, bir bilgisayarin kayan noktal hesaplamalarindaki kullanimlarindaki
maksimum basamak olmak tzere r = + (O.dldg...dk...)ﬁ * 0¢ kayan noktaly sayisiny 2

tirli gosterimi vardur. Bunlardan 1.si kesilmis kayan nokta gésterimidir(chopped float-
ing number representation) ve asagidaki sekilde verilir:

flc ($) =+ (O.dldg...dk)ﬁ * Be

diger gosterim ise yuvarlanmus kayan nokta gosterimidir(rounded floating number rep-
resentation) ve asagidaki sekilde verilir:

fl,« ($) =+ (O.dldg...dk_l’rk)ﬁ * ﬁe

Burada 1y, sayist d.diq1dgt2... ondalikly sayisinan en yakin tamsaywya yuvarlamase ile
olusur

ORNEK  2.15. fl.(2) =7, fl; (%) =7, fl.(—838) =7, fl; (—838) =?(2 ondalik
basamakly kayan nokta gésterimleri nelerdir?)

2 _ 2 2
= = 0. le (=] =066%10° fl; (=) =0.67%10°
3 0.6=f (3) 0.66 * O,ff<3) 0.67 % 10
—838 = —0.838%10° = fl.(—838) = —0.83 % 10°, fl; (—838) = —0.84 % 10°

- 2.16. z = :l:(().dldg...dk...)ﬂ * 8¢ kayan noktaly sayise ile fl.(x) veya
fly (z) arasindaki farka yuvarlama hatasy denir. Yuvarlama hatast x sayisina bagh
olup asaqidaki bagintr gecerlidir.

fle(z) = z+ xd,, fﬂl_k <0.<0
[l ()

1
x + xdy, |0, < Eﬁl_k
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ORNEK 2.17. = 0.2%10%,y = 0.77 %10~ olmak dizere x +vy ve x xy ifadelerini 2
ondalik basamakly kayan nokta gosterimleriyle bulup yuvarlama hatalaring elde ediniz.

z = 2000000 1076,y = 0.77% 10~ % = 2 + y = 2000000.77 * 10~ % = = + y = 0.200000077 * 10*
= fl.(z4+y) = 0.20 % 10" = 6, = 0.200000077 * 10' — 0.20 * 10" = 0.000000077 * 10' = 0.77 % 10°
= fl, (z 4+ 1) = 0.20 * 10" = §, = 0.200000077 * 10' — 0.20 * 10' = 0.000000077 * 10* = 0.77 x 10~°

zxy=02%10"%0.77%x107% = 1.54% 107 = 0.154 %« 10~°
= fle(z+y)=0.15%10"" = 6. = 0.154 % 107> — 0.15% 107° = 0.004 % 107° = 0.4 % 107



2.4  Hata Analizi ve Hatanin Yayilmasi1 (Error Analysis &
Propagation of Error)
Sayisal yontemlerde pek ok problemin ¢oziimii i¢in hesapladigimiz degerler gercek

degerler olmayabilir Bu anlamda 6zelliklede sayisal algortimalarin gelismesinde bize
rehberlik edicek olan bazi tanmimlamalar: vermemiz gerekmektedir.

- 2.18. x gercek degerine yaklagik degeri T ile gdsterelim. Buna gdre
E, = |z — 72|
ifadesine mutlak hata (absolute error)
17|

R, = ,x#0
|z]

ifadesine de bagul hata (relative error) denir.

ORNEK 2.19.

= 3.141592 — 7z = 3.14
1000000 — y = 999996
0.000012 — z = 0.000009

(a) z
(0) y
(¢c) z

degerleri i¢in hata ve bagil hatayr bulunuz.

B, — z—7—3141592—3.14 = 1.592 x 10
_~ -3
, = y— 7= 1000000 — 999996 = 4
Ry = y;y - 100?)000 =4x10°
E. = z—%=0.000012— 0.000009 = 3.0 x 10~
~Z 30x10°°
R o= = z - = o.0>(<)0012 =02

- 2.20. Cok kompleks bir matematiksel ifade daha elementer islemler iceren
bir formil ile yer degistirdiginde kesme hatasy (truncation error) kavrama: meydana
gelmektedir. Genel anlamda sayisal yontemlerin kesilmesinden elde edilen hatadur.



ORNEK 2.21.
4 6 2n
2? _ 2, T T i
e TR T e e
ifadesinde ilk 4 toplama:
4 6
9 x
142"+ o7 + BNl

aldigimizda kesme hatasy meydana gelecektir.

- 2.22. Ywvarlama hatase (round-off error) ézelliklede bilgisayardaki kisitl
depolamadan kaynaklamktadur. Ornegin

1 __
o (0.0001T),

olmasina ragmen bilgisayarda bu deger son hanesine kadar alimamayacagindan belli bir
ondaliktan sonra kesilip yuvarlanmaktadur.

B 2 23. Ornejin = = 3.1415926536 ve y = 3.1415957341 sayilarina ele alalim.
& — y = 3.1415926536 — 3.1415957341 = —3.0805 x 10~°

fark:y bize x ve y sayilarinin ilk 6 hanesi ayni oldugunu soylemektedir ki virgilden sonra
5 saywman ayne olmasy demektir. Bu gibi ifadelere basamaklarin anlamana yitirmesi (loss
od significance digits) de denir.

ORNEK 2.24. f (z) = (\/SL’ +1- \/E) g (x) = m fonksiyonlary igin f (500)
ve g (500) degerlerini bulunuz.

1 (500)

g (500)

500 * (\/50 — \/500) = 500 * (22.3830 — 22.3607) = 500 % 0.022 3 = 11.1500
500 B 500 500
V501 4+ 1/500  22.3830 4+ 22.3607  44.7437

gergekte f (z) ve g (z) fonksiyonlar: cebirsel olarak birbirine denk olmasima ragmen elde edilen sayisal sonuglar
ayn1 olmamaktadir ve gergekte g (500) = 11.1748 degeri gercek deger olan 11.174755300747198 ifadesinin 4
basamaga yuvarlanmig halidir. O

=11.1748

. Hatanin artmasini (propogation of error) toplama, carpmada su sekilde
verebilir. x gercek degerine yaklasik degeri T, y gercek degerine yaklasik degeri vy ile
gosterelim. Buna gore

r = T+ E,
y = y+E
Toplamada hata artisine ” Toplamdaki hata, hatalarin toplamadir” seklinde ifade edebil-
iz,
r+y=(@+E,)+ U+ Ey))=@+79) + (E, + Ey)
Carpmada hata artisine biraz deha karmasiktur:
vy = (T+ E;) (y + By) =7y + 2By + yE, + E. B,
olarak elde ederiz ki x ve y burda 1 den biyik bir degerde ise TL,, yE, terimleri yeter-

ince buyuk olabilir.

- 2.25. Bir sayisal yontemde baslangigta verilen degerlerdeki kuctk hatalar
sonuca da ki¢ik hata olarak yanswyorsa bu yoteme kararhdur (stable) aksi durumda ise
kararl degildir (unstable) denir.
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ORNEK 2.26.
px) = @-D@E-2)(@-3)(r—4)(-5)(x—-6)(z-7)
7 — 2828 + 32225 — 19602* + 676923 — 13 13222 + 13 068z — 5040

polinomunun kéklerinden biri 5 ve 6 dwr. x5 teriminin onindeki katsayuye —28.002 ile degistirdigimizde
5.459 + 0.540¢, olarak buluyoruz ki degerde oldukc¢a biyiik bir degisim vardwr. Bu turli polinomlara, kok bulma
problemlerine gore kararly olmayan veya tyi tanimle olmayan polinomlar da denir.



Chapter 3

f (z) = 0 Formundaki Lineer Olmayan Denklem-
lerin Co6ziimleri (The Solution of Nonlinear Equa-

tions f (z) =0)

ar+b=0,a#0
tirtindeki denklemleri ¢ozmek oldukca kolaydir ve hatta lineer olmayan

ar’ +br+c=0,a,b,c€ IR, a #0

denklemlerinin ¢6ziimiinii de kolayca bulabiliriz. Ancak 3. mertebden ve daha yiiksek polinomlar igin ¢éziim
bulmak her zaman ¢ok kolay olmamaktadir. Simdi ise 6zgiil agirhigi 0.6 ve yarigapt 5.5¢m olan bir topun suda

ne kadar battigini bulucak bir problemi ele alalim.

Newton'un 3. hareket kuralina gore topun agirhigi suyun kaldirma kuvvetine esit
olacaktir.

@

Water

Topun agurlige = (Topun Hacmi) x (Topun yogunlugu) x (Y ercekimi ivmesi

4 .
= <§W33> * (o) * (9)
R := Topun yarigapt (m — metre)
py := Topun yogunlugu (kg/ m3)
g := Yercekimi ivmesi (m/s?)
Kaldirma kuvveti = Yer degistiren suyun agirligi
= (suyun altinda kalan topun hacmi) (suyun yogunlugu) (Yercekimi ivmesi)
x
= ma® (R—3) * (pu) * (9)
2 := topun batan kisminin yiiksekligi

Pw := suyun yogunlugu (kg/ms)

11

)

Ficure 3.1. Topun
yiizeyindeki durumu

su
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Newton’un 3. hareket kuralina gore
4
(377 ) + ()0 =7 (R 5) ) )
x
AR® % py = 32 (R—§> % Py
= 4R%py — 32 Rpy + 22 puy =0
S ARMPY _322R 4 4P =0
Pw
_ P

Pw
R =5.5¢m = 0.055m

=3.993x 1074 - 0.1652° + 2> = 0

Yp : = 0.6 (topun 6zgiil agirhigr)

Bu ise lineer olmayan bir denklem olup topun batan kisminin yiiksekligini gosteren 2’7 bulmak bundan sonraki
ilgilenicegimiz konu olucaktir. Ki bu denklemin kékleri , 0.146 36, 6.237 8 x 102, —4.3737 x 10~2 olup grafigini

agagidaki gibi verebiliriz.

} } } } }
0.04 -0.02 0.02 0.04 0.0¢
-0.0001 T

-0.0002 T

FIGURE 3.2. Denklemin grafigi

. Buna gore bu konu altinda f (x) fonksiyonu [a,b] araliginda sirekli ve sinurle bir fonksiyon
olmak tzere f (r) = 0 kosulunu saglayacak sekilde r € [a,b] ¢ozimiind bulabilirmiyiz sorusunun cevabini bulmaya

calisacagiz ki bu durumda 3 soru aklimiza gelmektedir.

(1) Bir fonksiyonun ¢éziminin var olup olmadiginy nasil bulabiliriz?
(2) Cozim varsa ¢ézimi nasil bulabiliriz?
(3) Buldugumuz ¢éziim, gercek ¢ozime ne kadar yakinsaktur?

3. sorunun cevabi i¢in yakinsaklik tanimini verelim:

L ERR

lim z, =2
n— o0

olsun. Eger
[Tns1 — 7] < clan — 2|
kosulu saglanwyorsa {x,} dizisine p. mertebeden yakinsaktir denir ve p ye de yakinsaklik derecesi denir.

1. sorunun cevabim agagida verelim. Diger sorularin cevabim ise bu konudaki altbagliklarla vermeye

calisacagiz.

_ 3.2. f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda sirekli ve sinurly bir fonksiyon olmak tzere f (a) f(b) <0
kosulunu saglasin. O halde f (r) = 0 kosulunu saglayan Ir € [a,b] varder.



Ax) ﬂ fix)

X, Xz

* x. w\ x

Rx)flxs) <0

=Y

Fx)flxs) <0

FIGURE 3.3. Ara deger teoreminin uygulamasi

3.3. Burda dikkat edilmesi gereken en onemli noktalardan birisi ise fonksiyonun sturekli ve sinarl
olmasidir. Egere bu kosullardan biri saglanmiyorsa yukaridaki teoremi uygulamamaz mumkin degildir.

X,

T Xz

FIGURE 3.4. Ara deger teoremi icgin
ters ornek!

ORNEK 3.4. Asagqidaki fonksiyonlarn verilen araliklarda ¢oziminin olup olmadiginy belirtiniz.

(1) / (l‘) =e¥ —2—u, [75, 73] ve [*37 *1]
(2) f(x) =cos(x)+1—x,x radyan olarak alinacak, [—1, 1] ve [1, 3]
(3) f(z) =In(z) —5+,[1,3] ve [3,5]

Jozim
.
(1)
flx)y=€e"—2—a= f(=5)* f(—3) =3.1564 > 0 oldugundan [—5,—3] araliginda kok yoktur.
f(=3)x f(=1) = —0.66359 < 0 oldugundan [—5,—3] araliginda kok vardir.
(2)
f(z)=cos(z)+1—x= f(—1)*f(1) =1.3725 > 0 oldugundan [—1,1] arahginda kok yoktur.
f(1)* f(3) =—1.6155 < 0 oldugundan [1, 3] araliginda kok vardir.
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(3)
f)y=In(x)—=5+xz= f(1)* f(3) =3.6056 > 0 oldugundan [1, 3] arahiginda kok yoktur.
f(3)* f(5) =—1.4507 < 0 oldugundan [3,5] araliginda kok vardir.



3.1  Sabit Nokta iterasyonu (Fixed Point Iteration)

Sabit nokta iterasyonunun ana fikri
denklemini

formuna getirmektir.

ORNEK 3.5. e — 1 — 2z = 0 denklemini € [1,2] arabfinda = = g (z) sekline getiriniz.

y
20T
151
107
05
0.0 t d
11 2 13 14 15 16 17 18 19 20
X
FIGURE 3.5. e” — 1 — 2x fonksiyonu
Coztim
fx) = e —=1-2x=0, z€[l,2]
T _1q 1 _ 1
z = & 5 =9 (x)=9(1) = < = 0.85914 ¢ [1,2] oldugundan bu sekilde doniistiiremeyiz.
ysl
2
N
01.0 11 12 13 14 1}.5 16 17 18 19 Ziﬂ
X
FIGURE 3.6. g(z) = S5 vey = z
fonksiyonlar
e = 2r+1l=2=I2r+1)=g(x)=9g(1)=mIn(2x14+1)=1.0986 € [1,2],

g(2) = In(2*x2+1)=1.6094 € [1,2] oldugundan bu formu kullanmalyz.
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20T
y
197
187
177
16T
157
147
137
127

117

1.0

FIGURE 3.7. g(z) =In(2z+ 1) vey =
x fonksiyonlar:

- 3.6. g () fonksiyonu [a,b] aralginda sirekli,simrly ve g (z) € [a,b] olsun.
Tnty1 =g (Tn),n=0,1,2,3, ... (3.1)
ile verilen yineleme formiline sabit nokta veya basit iterasyon (fized point iteration or simple iteration).denir.

ZTp,n > 0 sayilarna iterasyon n = 0 durumunda xo saysina baslangic iterasyonu denir.  Eger (3J) ile
tamimlanan {x,} dizisi T noktasina yakinsak ise T sayist g (x) fonksiyonunun sabit noktasidar:

T =g(T)
Gergekten
lim x, =7
n—o0o
ise

P Jim e = Jim g ) =g (Jim o) =0 @

Yontemi agagidaki sekilde verebiliriz:

ALGORITMA 3.7. Adim 1: zg baslangic iterasyonunu ve € > 0 hata payini verin ve n =0 alin
Adim 2:

In+1 = g (xn)

formdilii ile bir sonraki iterasyonu elde ediniz.
Adim 3: |x,11 — x| > € isen yi 1 artturn. (n =n+ 1) ve 2.advma gidiniz.
Adim 4: Bulunan x,41 saypsine x = g (x) denkleminin ¢ézimi olarak belirtiniz.

IR0mN. (B1) ile tanwmlanan {x,} dizisi ne zaman yakinsaktur?

3.8. g(x) ve ¢’ () fonksiyonu (a,b) araliginda sirekli ve T € (a,b) sabit noktayr gostersin.
(i) Eger Va € [a,b] i¢in |¢' (x) | < K < 1 kosulu saglanwyorsa xo € (a,b) i¢in BI) ile tanimlanan {x,} dizisi &
sabit noktasina yakinsar
(1) Eger VY € [a,b] igin |¢' (z)| > 1 kosulu saglanyorsa B ile tanwmlanan {x,} dizisi T sabit noktasina
yakinsamaz. T noktasina wraksak sabit nokta (repulsive fized point) denir ve iterasyon da lokal olarak wraksaklik
gosterir.
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| P v
e
¥ =gix
Ly, i) o (oo, #lpph) \
- 4\ (pg. 9lmg))
iy T ':V].,U\]
g _ v /|
P - \ i
¥ =glx)
|
/ J | I I
'é - — X 2y PP M i
P2 B Po
(a) (b)
¥
| 4 = g(x) 1 v
V A
|
é‘/'(\
y=x
(P, 9lpo)) 4
P P
|
|
|
; | ==
P e
Po P P2 P2 P Py P3 B

(c) (d)

FI1GURE 3.8. @0 < ¢’ (z) <1 oldugu durum - monoton yakimsaklik
(b)| —1 < ¢’ (z) < 0 oldugu durum - sahmimh yakinsaklik

(c)| ¢’ (x) > 1 oldugu durum - monoton raksaklik

(d)| ¢’ () > 1 oldugu durum - salimimh 1raksaklik

ProoF. (i) Oncelikle (ZI) ile tanimlanan {z,} dizisinin [a, ] arahgnda oldugunu gésterelim: Ara deger
teoremini kullanarak agagidaki sonucu elde ederiz:

7 — 21| =g () — g (x0) | = |9’ (co) (T — @0) | = |g’ (co) [|Z — 0| < K2 — 0| < [T — @0 <6 = z1 € (a,)

Simdi tiimevarim yontemi ile x,, € (a,b) olsun. z,,+1 € (a,b) oldugunu goésterelim:
7 —2nia| =19 (@) — g (@n) [ =g (cn) @ —@n) | = |9’ (cn) |7 — 2n| < K[T — 20| < |7 — 20| <6 = Tns1 € (a,)
Simdi ise

% — @npa| < K" — @0
oldugunu gosterelim. Yukarida

|Z — 21| < K|T — 20|

oldugunu gostermistik. Ttimevarim yonteminden faydalanarak

1T — | < K" T — 0]
oldugunu kabul edelim. Buna gore
T —@ni1] < g (@) =g (zn) | = 9" () @ —zn) | = |9 (ca) ||T — 20| < K|T — 20| < KK" YT — 20| = K" [T — o]
Buna gore |2 —2p41| < K"|Z—x0| oldugunu géstermis oluruz. Burada limit aldigimizda, 0 < K < 1 oldugundan:

lim |7 —zp41| < lim K"|Z — 2| =0
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O

3.9. g(z) ve ¢’ (x) fonksiyonu (a,b) araliginda strekli ve T € (a,b) sabit noktayr gostersin. Eger
Vo € [a,b] i¢in |¢' (z) | < K < 1 kosulu saglanwyorsa xo € (a,b) i¢in BI) ile tanvmlanan iterasyonun yakinsaklik
derecesi 1 dir. Ve dahast
|T -z, < K" T —x|,¥n>1
K"z — g
- 1-K

=
|
8

S

A

hata degerlendirmeleri gecerlidir.
PRrROOF. Teorem [B.§in ispatinda goriildiigii tizere
|7 — Tnal| < KT — a0
elde ederiz. Buna gore tamim BITden yakinsaklik derecesini 1 olarak elde ederiz. Ve yine Teorem B8 den
|T —x,| < K" YT — x|, ¥n > 1

degerlendirmesini elde ederiz.

Z—zn] = [g@)—g(@n-1)|=19"(ca1) @ —2n1)| < K[T — 21| = KT — 21 + 20 — 7y
< K|5—mn|+K|—xn_1+xn|:>|3c'—xn|S1_K|—Jcn—1+xn|
lza —21] = [g(21) — g (w0) | = |g' (co) (z1 — w0) | < Klx1 — 0]
lzs —x2| = |g(x2) —g(z1)| =19 (c1) (w2 —21) | < Kl|wp — 21| < K2|x1 — x|
[Zn — Tn-1] = |9 (xn-1) — g(@n—2)| =9 (cn—2) (Tn-1 — Tp—2)| < K|zpn-1 — Tp_2| < ... < K" z1 — 20|
ifadesini yerine yazdigimizda sonucu elde ederiz. O

ORNEK 3.10. 23 — 3z — 20 = 0, = € [1,4] fonksiyonun ¢ézimini sabit nokta iterasyonu ile bulunuz.
Baslangi¢ iterasyonu xo = 1.5, hata payr € = 10~% ve virgiilden sonra 4 basamak alinaz.

3920 320 12-20
P —35-20 = 0=az=" x _

ifadesini alamayiz ¢linkii z = 1 igin 5 =3 = —6.3333 ¢ [1,4]
@ —30-20 = 0=2°=32+20= 2= /3 +20= 2= licin /3= 1+ 20 = 2.8439 € [1,4]

¢ = dicin 3+4120=3.1748 € [1,4]
V3r4+20=g(z) =

1

/(@) ! 3 <L
g () = 3= <5
3¢ (3r+207  YBz+20? V20?

=0.13572 < 1

T

4
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

FIGURE 3.9. x = v/3z + 20 grafigi
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TABLE 1. Cozum

wmmmww_m

0 1,5000 2,9044 0,0001

| 2,9044 3,0622 0,0001 1,4044 Devam 0 1,7
2" 3,0622 3,0789 0,0001 0,1578 Devam 0 1,9
3" 3,0789 3,0807 0,0001 0,0167 Devam 0 2,1
4" 3,0807 3,0808 0,0001 0,0018 Devam 0 2,3

L
5 3,0808 3,0809 0,0001 1E-04 Dur ¢6zim=3,0808 2,5
O

ORNEK 3.11. z = %eo'f’z, x € [0,1] fonksiyonun ¢ozimiini sabit nokta iterasyonu ile bulunuz. Baslangig
iterasyonu xo = 0, ve 3. iterasyona kadar hesaplayip virgilden sonra 4 basamak aliniz.

1
r = g(x)= 560-590 = ¢(0) =0.5,9(1) = 0.824 36
1 1
Jg(x) = 160'59” < 7 *0.82436 = 0.20609

oldugundan sabit nokta iterasyonunu kullanabiliriz.

107
y
09T
08T
07T
06T
051
041
03T
021

01

0.0 t t t t t t t t + i
0.0 0.1 0.2 03 04 0.5 06 0.7 08 0.9 )1(.0

FIGURE 3.10. z = £e%5% grafigi

TABLE 2. Cozum

iterasyonBdlx _ Edle()  Bdleps  Bd|Devam/Dur Bl Devam/Bafg6man  Bdly-x _B|
r

0 0,0000 0,5000 0,0001 0,5
| 0,5000 0,6420 0,0001 0,5 Devam 0 0,52
2" 0,6420 0,6893 0,0001 0,142 Devam 0 0,54
3" 0,6893 0,7057 0,0001 0,0473 Devam 0 0,56
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3.2  Ikiye B6lme Yontemi (Bisection Method)

f (x) fonksiyonu [a, b] arahiginda siirekli ve siirh bir fonksiyon olmak tizere f (r) = 0 kosulunu saglayacak
sekilde r € [a,b] ¢oziimiinii bulmak igin Ikiye Bolme Yontemi i¢in asagidaki algoritmayr uygulariz:

(a, fla)) (a, fla))

(c, flc))

y=Tix)

(e, fle))

(b, Flb))

FIGURE 3.11. Ikiye Bélme Yontemi

ALGORITMA 3.12. Adim 1: € > 0 hata payine verin ve n = 0 aliniz ve baslangic araligi ag =
a, by = b secerek [ag, by] seklinde belirleyiniz
Adim 2:
0 + b,
" 2

seklinde aralgin orta noktasini aliniz.

Adim 3: Eger f (r,) =0 ise r =1, seklinde ¢ézimi elde ederiz.

Adum 4: Eger f(ay) * f (rn) < 0 ise apy1 = an,bpy1 = T secerek yeni aralige [ant1,bni1] = [an, 0]
seklinde belirleyiniz.

Adim 5: Eger f(ry) * f(bn) < 0 ise any1 = rn,bpt1 = by secerek yeni araligi [ani1,bpt1] = [n, bn]
seklinde belirleyiniz.

Adim 6: Eger|a, —b,| > ¢ isen yi 1 arttarin. (n = n+1) ve 2.adima gidiniz aksi durumda isleme son
ver.

. Algoritma [T12 ile verilen ikiye bolme yonteminin yakinsaklhgr nedir? ftemsyon ne zaman
durur?

_ 3.13. (Ikiye bolme teoremi-Bisection theorem) f (x) fonksiyonu [a,b] arabgmda siirekli ve swnarl
bir fonksiyon olmak dzere f(r) = 0 kosulunu saglayan Ir € la,b] olsun. Eger f(a)f(b) < 0 kosulunu
saglanyorsa Algoritma[ZI3 de tanimlanan {r,},., dizisi = r ¢ozimiine yakinsaktir ve

b—a

|T—Tn| S W,TL

=0,1,2,...
egitsizligi saglanar. € > 0 hata paywni gostermek tzere maksimum iterasyon sayist (Nmax) asagidaki sekilde

verilir: _— Fn (b _li)(;)ln (25)}

PROOF. r ve r, [a,b] araliginda oldugundan asagidaki esitsizligi yazabiliriz

|br, — |

[r —rp| < 5
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(1 —a) Eger a1 = ag, by = ro = 20 ise by —ay| = _|b02—1ao|
(1-5) Eger a1 =rp = ‘“’THJO,M = bo ise [by —a1| = |17027—1(10‘
(2 — a) Eger a2 = al,bg =7 = —al—;bl ise |b2 — a2| = —|b1;1&1| = —|b0;2a0|
(2 —b) Bger ap = 1 = 2 by = by ise [by — as| = lblz_—lal‘ = |b02_—2a0‘
Tiimervarim yontemi ile |b,—1 — an,—1| = ‘bg,f,alo‘ oldugunu kabul edelim.
(n—a) Eger an = an_1,bp = rp_1 = an—lf"l‘bn—l ise [by — an| = \bn_l—lan_ll _ Ibo—naol
](gn—lb) Eger a, = 1 = an7142rbn71,bn = b,_; ise |bn _ an' — \bnfl;an—ﬂ _ |b02—nao|
Oylece
|b —a | |b0 — a0|

|7"_Tn|§ n2 == on+1

sonucunu elde ederiz.
|bop —ao| b—a b—a In (52) In(b—a)—1In(2¢)
= <e=> <2M=n>—=L = =
gnil  ~ gnfl = 2 = S (g M In (2)

. fkiye bolme yontems, en yavas yakinsakliga sahip bir yontem olmasina ragmen hatali sonuclanmayan
bir yontemdir.

ORNEK 3.14. 23 +422-10=0, z € [1,2] denkleminin ¢ozimiini ikiye bolme yontemi ile bulunuz. Hata
payr € = 1075 we virgiilden sonra 6 basamak alnaz.

FIGURE 3.12. 2% + 422 — 10 fonksiyonu

Coztim
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TABLE 3. 2% +42% — 10 =0, z € [1,2] denkleminin ¢dziimiinii ikiye bolme yéntemi ile bulunmas.

Mmmmmmmmm_

0 1,000000 -5,000000 2,000000 14,000000 Kok Var 2,375 0,000001 Devam
1 1,000000 -5,000000 1,500000 2,375000 Kék Var LZS -1,79688 0,000001 Devam
2" 1,250000 -1,796875 1,500000 2,375000 Kok Var 1375 0,162109 0,000001 Devam
3 1,250000 -1,796875 1,375000 0,162109 Kok Var 1,3125 -0,84839 (,000001 Devam
4 1,312500 -0,848389 1,375000 0,162109 Kok Var 1,34375 -0,35098 (0,000001 Devam
5 1,343750 -0,350983 1,375000 0,162109 Kok Var 1,359375 -0,09641 0,000001 Devam
6 1,359375 -0,096409 1,375000 0,162109 Kok Var 1367188 0,032364 0,000001 Devam
7" 1,359375 -0,096409 1,367183 (0,032364 Kok Var 1,363282 -0,03214 0,000001 Devam
| 1,363282 -0,032138 1,367188 0,032364 Kok Var 1,365235 0,000082 0,000001 Devam
9" 1,363282 -0,032138 1,365235 (0,000082 K&k Var 1364259 -0,01603 0,000001 Devam
10 1,364259 -0,016027 1,365235 0,000082 Kok Var 1,364747 -0,00797 0,000001 Devam
1’ 1,364747 -0,007974 1,365235 (0,000082 K&k Var 1364991 -0,00395 0,000001 Devam
v 1,364991 -0,003946 1,365235 (0,000082 Kok Var 1,365113 -0,00193 0,000001 Devam
13" 1,365113 -0,001932 1,365235 0,000082 Kok Var 1,365174 -0,00093 0,000001 Devam
14" 1,365174 -0,000925 1,365235 0,000082 Kok Var 1,365205 -0,00041 0,000001 Devam
15" 1,365205 -0,000413 1,365235 (0,000082 Kok Var 1,36522 -0,00017 0,000001 Devam
16" 1,365220 -0,000165 1,365235 0,000082 Kok Var 1365228 -3,3E-05 0,000001 Devam
17" 1,365228 -0,000033 1,365235 0,000082 Kok Var 1,365232 0,000033 0,000001 Devam
18" 1,365228 -0,000033 1,365232 (0,000033 Kok Var 1,36523 0 0,000001 Devam
].9t 1,365230 0,000000 1,365230 0,000000 K&k Yok 1,36523 0 0,000001 Dur Cozm=1,36523



ORNEK 3.15. z = tanx, = € [4,4.5] denkleminin ¢ozimini ikiye bolme yontemi ile bulunuz.

e = 1073 ve virgiilden sonra 3 basamak alinz.

0.0

28 F
26T
241
221
20T
187
161
147
121
107
08T
06T
041
021

| | | |
t t t t i

4.1 4.2 4.3 44 AS
X

FIGURE 3.13. x =tanx, z € [4,4.5] denklemi

Hata pay
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TABLE 4. = =tanz, = € [4,4.5] denkleminin ¢6ziimiinii ikiye bolme yontemi ile bulunmasi.

terasyonls Bl @b Bl B0 b omzBleen/2@i)_Bless HloewmBlc @

A4

0 4,000 2,842 4500  -0,137 Kok Var 4250 2,244 0,001 Devam
1" 4250  2,244" 4500  -0,137 Kok Var 4375 1,524 0,001 Devam
2" 4375 15247 4500  -0,137 Kok Var 4,438 0,885 0,001 Devam
3" 4438 085 4500  -0,137 Kok Var 4,469 0,482 0,001 Devam
4" 4469  0442" 4500  -0,137 Kok Var 4,485 0,163 0,001 Devam
5" 4485 0,163 4500  -0,137 Kok Var 4,493 0,008 0,001 Devam
6" 4493 0008 4500  -0,137 Kok Var 4,497  -0,074 0,001 Devam
7" 4493 0008 4497  -0,074 Kok Var 4,495  -0,032 0,001 Devam
8" 4493  0008° 4495  -0,032 Kok Var 4,494  -0,012 0,001 Devam
9" 4493  0008" 4494  -0,012 Kok Var 4,494  -0,012 0,001 Dur Coziim =4,494

3.3 Regula Falsi Yontemi (Regula Falsi Method)

ikiye bélme yonteminin yakinsaklik hizi oldukca yavag oldugundan bu yontem gelistirilmistir. f (x) fonksiy-
onu [a, b] araliginda siirekli ve sirh bir fonksiyon olmak fizere f () = 0 kosulunu saglayacak sekilde r € [a, b]
¢Oziimiini bulmak igin Regula Falsi Yontemi igin 6ncelikle (a, f (a)) noktas: ile (b, f (b)) noktalarimi birlegtiren
dogru pragasimnin x eksenini kestigi noktanin egim yardimiyla bulunmasi hedef alinmigtir:

_FO—f@ _0-f0) __ fBa-f(@b
b—a b 7)1 (o)

ve bunun i¢in agagidaki algoritmay1 uygulariz:

(e, fle))

y=Fflx)

(b, f(b)) (b, f(b))

FI1GURE 3.14. Regula Falsi Yontemi

_ 3.16. Adim 1: € > 0 hata payine verin ve n = 0 aliniz ve baslangic araligi ag =
a,by = b segerek [ag, by] seklinde belirleyiniz
Adim 2:

f(bn)an — f(an) by
f(bn) — £ (an)

Ty =

seklinde noktayr bulunuz..
Adum 3: Eger f(r,) =0 ise r =1, seklinde ¢ozimi elde ederiz.
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Adum 4: Eger f(ay) * f (rn) < 0 ise apy1 = an,bpy1 = T secerek yeni aralige [ant1,bni1] = [an, 0]
seklinde belirleyiniz.
Adum 5: Eger f(rn) * f(by,) < 0 ise apy1 = T, bny1 = by secerek yeni aralige [any1,bnt1] = [rn, by

seklinde belirleyiniz.
Adim 6: Eger|a, —b,| > ¢ isen yi 1 arttarin. (n = n+1) ve 2.adima gidiniz aksi durumda isleme son
ver.

. Algoritma [314d ile verilen Regula Falsi yonteminin yakinsaklige nedir?

_ 3.17. f () fonksiyonu [a,b] araliginda 2.mertebeye kadar tirevi var ve strekli bir fonksiyon olmak
tzere eger f(a) < 0 < f(b) ve f”(x) > 0(f" (x) <0) kosulunu saglaniyorsa Algoritma [310 de tanvmlanan
{rn}or, dizisi x =r ¢ozimine yakmsaktor.

ProOF. f"(z) > 0, x € [a,b] = [ag,by] kosulu ile f fonksiyonunun konveksligi sonucunu elde ederiz.
Boylece pg () = cox + dy seklinde bir dogru icin

f(x) <po(x)

kosulu saglamir. pg (r9) = 0 oldugundan yukaridaki esitsizliklten f (rg) < 0. Bu durumda yeni araligimz
[a1,b1] = [ro,bo] . Eger f (rg) = 0 ise yontem yakimsaktir aksi durumda yine f” (x) > 0, x € [a1,b1] = [ro, bo] C
[ag, bo] kosulu ile py (x) = c1@ + d; seklinde bir dogru igin

f (@) <pr(z)

ifadesi gegerlidir. py (r1) = 0 oldugundan yukaridaki esitsizliklten f (r;) < 0. Bu durumda yeni araligimiz
[az, ba] = [r1,b1] . Ve bu yontemi bu sekilde devam ettirdigimizde

TR 2 A = TE—1
olucak gekilde monoton artan bir dizi elde ederiz. Diger yandan sag sinir hichir zaman degismemektedir:
b =bi_1=...= by
ve
by > 1 > ar = 1K1
saglandigindan monoton artan {r,} -, dizisi iistten siirh oldugundan yakinsaktir. Buna gére

f(bn) i1 — f(rn—1)bn _fo)r=f)b

J(bn) — f(an) n—00 n—roo J(bn) = f(rn-1) B f(bo) — f(r)
(r—>bo)f(r)=0= f(r)=0,7#bo

O

. /' (x) = 0 oldugu durumda yakinsaklik iyi taniml olmayip ¢ozimin bulunmast zorlasir. Asagidaki
sekilde ikiye bolme yontemsi ile requla falsi yonteminin yakinsakliklariny gosterebiliriz. Buna gore genel anlamda
requla falsi yonteminin yakinsakligr daha tyidir denilebilir.
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BISECTION REGULA FALSI
10" 10"
error
error bound true error
107 10°
10—10 10—10
{rue error
|'J:[)—(‘.,g-|
10" ' . o
0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 26 30 35

iteration ileration

FIGURE 3.15. Ikiye Bolme ve Regula Falsi Yontemlerinin yakimsaklklarmin kargilagtirilimas

Tabii ki her fonksiyon icin bu genellemeyi yapmak yanhstir. Bu sorunun cevabiny evet olarak vermek
her zaman dogru olmayabilir. Ornegin eger baslangic araliginiy hileli olarak olduk¢a yakin degerlerde belir-
lersek ikiye bolme yonteminin yakinsakhgunin daha tyi oldugunu belirtebiliriz. Asagqidaki sekilde verilen f(x) =

sign (arctan (z)) %/ %%gm(x) + 12 fonksiyonu buna bir érnektir:

2 T r
e 10° )
requla falsi
f(J) 15 error
1 107°
05
10—10
0 < x ~~hisection
0. 10—15
3o -5 0 5 10 0 20 40 80 80 100
T tteration

FIGURE 3.16. Ikiye bolme yonteminin Regula Falsi yonteminden daha iyi yakmsadigi durum

ORNEK  3.18. z —27% = 0, = € [0,1] denkleminin ¢ozimini regula falsi yontemi ile bulunuz. Hata paye
e = 107° ve virgiilden sonra 5 basamak almniz.
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FIGURE 3.17. f(z) = — 27 fonksiyonu

TABLE 5. 2 — 2% =0, z € [0, 1] denkleminin regula falsi yontemi ile ¢oztimii.

[iterasy@la___Hlf(a) Kb Kalf(o) __KAlf(a)*f(b) <0 mBlr=(f(b)a-f(a)b)/(f(o)- @A) _Elleps HldevamBlkek

0 0,00000 -1,00000 1,00000 0,50000 Kok Var 0,66667 0,03671 0,00001 Devam
17 0,00000 -1,00000 0,66667 0,03671 Kok Var 0,64306 0,00271 0,00001 Devam
2" 0,00000 -1,00000 0,64306 0,00271 Kok Var 0,64132 0,00019 0,00001 Devam
3" 0,00000 -1,00000 0,64132 0,00019 Kok Var 0,64120 0,00002 0,00001 Devam
4" 0,00000 -1,00000 0,64120 0,00002 Kok Var 0,64119 0,00001 0,00001 Devam
5" 0,00000 -1,00000 0,64119 0,00001 Kok Var 0,64118 -0,00001 0,00001 Dur Cozim =0,64118

O

ORNEK 3.19. 2 + cos(e® —2) —e® = 0, z € [0.5,1.5] denkleminin ¢ozimiini requla falsi yontemi ile
bulunuz. Hata payr € = 1072 ve virgiilden sonra 3 basamak alhniz.(cos fonksiyonu icin radyan almiz)

FIGURE 3.18. 2+ cos (e —2) —e* =
0, z €10,2]

TABLE 6. 2+ cos(e” —2) —e” =0, z € [0.5,1.5] denkleminin regula falsi yéntemi ile ¢éziimii.

4

hesy@la  Blie) Bl Bl Bl i)onil =ik fap/ i) @i Heps HicemBe @

r

r

0 0,500 1,290 1,500 -3,272 Kok Var 0,783 0,794 0,010 Devam
1" 0,783 0,794 1,500 -3,272 Kok Var 0,923 0,353 0,010 Devam
2" 0,923 0,353 1,500 -3,272 Kok Var 0,979 0,127 0,010 Devam
37 0,979 0,127 1,500 -3,272 Kok Var 0,998 0,044 0,010 Devam
a” 0,998 0,044 1,500 -3,272 Kok Var 1,005 0,012 0,010 Devam
5" 1,005 0,012 1,500 -3,272 Kok Var 1,007 0,003 0,010 Dur Cézim =1,007
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|
3.4 Newtonl] Raphson Yéntemi (Newton Raphson Method)

Eger f(z),f (z),f” (x) fonksiyonlar1 & = r ¢oziimii civarmda siirekli fonksiyon ise Newton-Raphson
yontemini kullanabiliriz. Newton-Raphson Yontemi igin oncelikle 7o gibi bir basglangic noktasi verilir.Sekile
gore ro noktasimndan gegen egimi agagidaki sekilde verebiliriz:

flr)—f@o) 0—f(ro) _ [ (ro)
= = = =0= = =T =719 —
m " —To f (TO) f (7“1) " — 70 f (TO) 1 To f/ (TO)
b
X
(Po’ f (pD)}
Ficure 3.19. Newton Raphson Yontemi
ve bunun icin agagidaki algoritmay1 uygulariz:
ALGORITMA 3.20. Adim 1: € > 0 hata payine verin ve n = 0 alinaz ve baslangic aralige ro baslangig
noktasina belirleyiniz. Eder f' (ro) = 0 ise baska bir ro noktast seginiz.
Adim 2:
flm) 012,

Tn+l = Tn — f/(T )
n

seklinde noktayr bulunuz..
Adim 3: Ejer |rpq41 — o) > € isen yi 1 artturin. (n = n+1) ve 2.advma gidiniz aksi durumda ' (r,) =0
ise igleme son veriniz degil ise v ~ ry, olarak ¢ozimi elde ediniz.

_ 3.21. f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda 2.mertebeye kadar tirevi var ve strekli bir fonksiyon
olmak tzere eger f(r) = 0 kosulunu saglayacak sekilde ¢éziim mevcut ise ve f'(r) # 0 kosulunu saglaniyorsa
ro € [r— 0,7+ 9] olucak sekilde 3§ > 0 i¢in Algoritma de tamimlanan {r,} ~, dizisi x = r ¢éziimiine
yakinsaktur.

JOANE 3.22.
IAC)
U

ile tanmvmlanan fonksiyona Newton-Raphson iterasyon fonksiyonu denir.

saac Newton, 4 ocak 1643 yilinda Woolsthorpe-Ingiltere dogumlu 31 mart 1727, Londra-Ingiltere de 6ldii. 27 yasinda
Cambridge de Lucasian bagkanhigini yapti.
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PROOF. Sekilde neden 1y baglangic iterasyonunu ¢oziime oldukga yakin se¢meliyiz veya neden 2. mertebeye
kadar tiirevlenebilir ve tiirevi siirekli bir fonksiyon seciyoruz sorularinin cok net bir cevabimi alamiyoruz ancak
ispatta neden bu varsaymmlarda bulunuyoruz agiklmaya calisacagiz. f (z) fonksiyonunun = = ry noktasindaki
Taylor seri agilimini verirsek

IRy
F@) = o)+ f (o) (2 = o) + 7 () T
¢, ro ile z arasinda bir deger. = r degerini yazdigimizda
2
0= F ()= F (o) + f (o) (r = 7o) + 7 (0) T

bu ifade ile eger ry baslangic noktasi r noktasina oldukca yakin oldugunda ("72#

deger alicaktir. Boylece

terimi yeterince kii¢iik bir

f(ro)
02 f(ro) + f"(ro) (r —ro) = r ~ro — 7 (r0)
olarak elde ederiz. Buna gore yukaridaki yaklagimi sonraki noktay1 bulmak icin kullanabiliriz.
f (ro)
T =Ty f’ (7’0)

ve daha sonra ry noktasinin sirasiyla ri_; ile degistirdigimizde Newton-Raphson iterasyonunu kurmus oluruz.
Yakinsaklig1 degerlendirmek igin sabit nokta iterasyonundaki kogulun saglanmasi gerekmektedir:

f(z (@)= f(2) " (z f(x) f" (x
§(2) =5 — /( ) :>g'(x):1—( (z)) : (2) (z) _ (/) (2)

(@) (f" (x)) (/" (x))
Eger f (r) = 0 kogulunu saglayacak sekilde bir ¢dziim var ise yukaridaki tanimlamadan ¢’ (r) = 0 dir ve g stirekli
fonksiyon oldugundan |¢’ (x)| < 1,2 € [r — §,r + ¢] kogulunu saglayacak gekilde 3§ > 0 bulmak miimkiindiir.
Boylece

|M <l,xelr—4r+90]

(" (x))?

kosulu saglanir. O

ORNEK 3.23. exp () — 5sin(%) = 0, denkleminin ¢ozimini ro = 0.5 baslangic noktasi ve Newton-
Raphson yontemi ile bulunuz. Hata payr € = 107° ve virgilden sonra 5 basamak aliniz.(cos fonksiyonu igin
radyan alniz)

| | | | | | | | |
0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 07 0.8 09 1.0

FIGURE 3.20. exp (z) — 5sin (%”)

i / (z) = exp (z) — 5sin (%) = () =e" — gﬂ'COS (awx)
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TABLE 7. exp (z) — 5sin (%x) = 0, denkleminin ¢oziimiinii rg = 0.5 baslangic noktas1 ve
Newton-Raphson yontemi ile bulunmasi

r r

0" 0,50000 -1,88681 -3,90488 0,00001

1" 0,01681 0,88494 -6,83429 0,00001 Devam

2" 0,14630 0,01859 -6,48996 0,00001 Devam

3" 0,14916 0,00005 -6,47853 0,00001 Devam

4" 0,14917 -0,00002 -6,47849 0,00001 Devam

5" 0,14917 -0,00002 -6,47849 0,00001 Dur Coziim =0,14917

O

ORNEK 3.24. 72 — sin () =1 = 0 denkleminin ¢ozimint ro = 1. baslangi¢ noktasi ve Newton-Raphson
yontemi ile bulunuz. Hata payr € = 1075 ve virgiilden sonra 5 basamak almaz. (sin fonksiyonu icin radyan almiz)

yaat
27
201
18
161
14T
21
10
el

[SEENE-Y
PN
=t

1 : : : ; : : : : i
5 4 3 2 4+ 3 4 5

X

FIGURE 3.21. f(z) = 22 —sin(z) — 1
fonksiyonu

AN [ (v) = 2? —sin(z) — 1 = f'(x) =22 — cosz

TABLE 8. 22 —sin (z) — 1 = 0 denkleminin ¢oziimiinii o = 1. baglangi¢ noktasi ve Newton-
Raphson yontemi ile bulunmasi

r r

0 1,00000 -0,84147 1,45970 0,000001

| 1,57647 0,48527 3,15861 0,000001 Devam

| 1,42284 0,03539 2,69825 0,000001 Devam

| 1,40972 0,00026 2,65906 0,000001 Devam

4" 1,40962 0,00000 2,65877 0,000001 Dur C6zim =1,40962227740211

O
. Algoritma [320 ile verilen Newton-Raphson yénteminin yakinsakligy nedir?

- 3.25. f(x) fonksiyonu M. mertebeye kadar tirevienebilir ve tirevieri sirekli bir fonksiyon olmak
tizere

fao)y=f @) == D) =0,fM () £0
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kosulu saglaniyorsa x = r noktasina M. dereceden kok denir. Eger M =1 ise basit kok, M = 2 ise katl kok de
denebilir.

- 3.26. Eger f(x) fonksiyonu x = r noktasinda M. dereceden koke sahip ise
@)= (@ =) h@) . h(r) £0

olacak sekilde sirekli h (x) fonksiyonu mevcuttur.

ORNEK  3.27.
flz)=a% -3z +2
fonksiyonunun x = —2 basit kokidir ve x = 1 ise ¢ift katl kokidiir.
f (—2) =0
I (z) 322 -3
fi(=2) # 0
fa =0
£ =0
f'(x) = 6z=f"(1)#0
fl@) = (@=-1)*(@+2)

_ 3.28. Algoritma [3.20 ile verilen Newton-Raphson yénteminde tanimlanan {r,, }ZOZO dizisi x = r
cozimine yakinsaktir. Eger x = r basit kok ise yakinsaklik derecesi 2 dir ve

/" (r)]
= Tpi1| & r—r
=l = gy ol
eger x = r M. mertebeden bir kok ise yakinsaklik derecesi 1 dir ve
M—-1

[r —rpy1| &~ i |r— 1.
ProoOF.
/ woy (r=rn)?
0 =~ flra)+ [ (ra) (r—ra) + 7 (¢c) —57—
0 =~ f(ra)+f (ra) (a1 —mn)

ifadelerini taraf tarafa ¢ikardigimizda

2
r—r
02 1 (ra) (r = ) + 57 () LT
elde ederiz ki buradan
()l 2
TGRS
sonucunu ¢ikartiriz. O

3.29. (Newton-Raphson yinteminin yakinsakliginan arttiridmasy) Eger x = r fonksiyonun M. mer-
tebeden bir kokii ise yukaridaki teoremden yakinsaklik mertebesinin 1. oldugunu belirtmistik. Eger yakinsaklhk
mertebesini arttirmak istiyorsak

M f(ra)

T'n =Tn — ,n:0,1,2,...
i [ (rn)

iterasyonunu kullanabiliriz.

ORNEK 3.30. /2 degerini Newton Raphson yontemi ile ve ro = 1,& = 10™% secerek 4 basamak kesinlije
gore hesaplayiniz.

= )
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f(x)=x2—2:0:>f’(x):2x

TABLE 9. v/2 degerini Newton Raphson yontemi ile ve g = 1,6 = 10~* secerek 4 basamak
kesinlige gore hesaplanmasi

r r

0~ 1,00000 -1,00000 2,00000 0,0001 #DEGER! #DEGER!

1" 1,50000 0,25000 3,00000 0,0001 Devam

2" 1,41667 0,00694 2,83333  0,0001 Devam

3" 1,41422 0,00001 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,41421568627451

4" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,41421356237469

5" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,4142135623731

6" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,4142135623731

7" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,4142135623731

8" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,4142135623731

9" 1,41421 0,00000 2,82843  0,0001 Dur Coziim =1,4142135623731 |

3.5  Kirigler Yontemi (Secant Method)

Newton Raphson yonteminde herbir iterasyonda f (z) ve f’(z) fonksiyonlarmin degerlerini hesaplamak
zorunday1z. Genel anlmada bu hesaplama agisindan daha fazla zahmetli olmakla birlikte elementer iglemleri
igermeyen fonksiyonlar icin (iginde integral veya toplam bulunduran fonksiyonlar i¢in) degerlerin hatali hesa-
planmasina da yol agabilmektedir. Bu anlamda tiirevi hesaplamadan diger iterasyonu bulabilecegimiz kirigler
yontemi gelistirilmigtir. Kirigler yontemi i¢in oncelikle 7o ve 1 gibi bir baglangig noktalar: verilir.Sekile gore rg
noktasimdan gegen egimi agagidaki sekilde verebiliriz:

flr)—=fro)  flra)=f(r)  0—f(r) - o T —T0
= =10 = S —— (f(re) =0)=ra =1 f(rl)if(rl)—f(ro)
¥
A
1 Po
I : X
f,ﬂhf{.ﬂﬂ?-q—m_‘“‘h
(Po. flpo))

FicURE 3.22. Kirigler Yontemi
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ve bunun icin agagidaki algoritmay1 uygulariz:

ALGORITMA 3.31. Adim 1: € > 0 hata payrne verin ve n = 0 aliniz ve rg,r1 baslangic noktalaring
belirleyiniz.
Adim 2:
TnJrl — Tn

T2 = Tnt1 — f (Fnt1) Fom) =10 ),n =0,1,2, ..

seklinde noktayr bulunuz..
Adim 3: Eger [rpy1 —rn| > € ise n yi 1 arttirin. (n =n+ 1) ve 2.advma gidiniz aksi durumda r =~ ry,
olarak ¢ozimii elde ediniz.

FicURE 3.23. Kirigler Yonteminin yakinsaklig

Gergekte kirigler yonteminin formiilii ile Regula-Falsi yonteminin iterasyon formiilii aynidir ancak Regula-
Falsi yontemi aralik {izerinde galigilarak verilirken kirigler yonteminde baglangic noktalar: verilir.

ORNEK | 3.32. 23+ cos () =0, rg = —1,71 = 0 balangi¢ iterasyonlar: verilerek kirisler yontemi ile ¢ézimi
bulunuz. Hata payr € = 10~° ve virgiilden sonra 5 basamak aliniz.(cos fonksiyonu icin radyan almnaz)
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FIGURE 3.24. 23 + cos (z) fonksiyonu

Cozlim

TABLE 10. 22 + cos(z) = 0, ro = —1,7; = 0 balangig iterasyonlar1 verilerek kirigler yontemi
ile ¢oziimii.

4

r

r

0 -1,000 -0,460 0,000 1,000 -0,685 0,453 0,001 0,685 Devam
| 0,000 1,000 -0,685 0,453 -1,252 -1,649 0,001 0,567 Devam
2" -0,685 0,453 -1,252 -1,649 -0,807 0,166 0,001 0,445 Devam
£l -1,252 -1,649 -0,807 0,166 -0,848 0,052 0,001 0,041 Devam
4" .0,807 0166 -0,848 0052 -0,867 -0,005 0,001 0,019 Devam
5" -0,848 0,052 -0,867 -0,005 -0,865 0,001 0,001 0,002 Devam
6i -0,867 -0,005 -0,865 0,001 | -0,865_ 0,001 0,001 0,000 _Dur _Cf)Zl'.'Im =-0,865
U
ORNEK 3.33. cos (z) + 2sin(x) + 22 = 0, 79 = 0,71 = —0.1 baslangi¢ iterasyonlars verilerek kirisler

yontemi ile ¢oziimai bulunuz. Hata paye € = 1073 ve virgiilden sonra 3 basamak alinaz.

T08

T 06

T04

T02

t 0.0

FIGURE 3.25. cos(z) + 2sin (z) + 22
fonksiyonu

Coztim
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TABLE 11. cos(z) + 2sin(z) + 22 = 0, o = 0,71 = —0.1 baglangi¢ iterasyonlar1 verilerek
kirigler yontemi ile ¢oztimii

r

4

0 0,000 1,000 -0,100 0,805 -0,513 0,153 0,001 Devam
il] -0,100 0,805 -0,513 0,153 -0,610 0,046 0,001 Devam
2" -0,513 0,153 -0,610 0,046 -0,652 0,006 0,001 Devam
3" -0,610 0,046 -0,652 0,006 -0,658 0,001 0,001 Devam
4" -0,652 0,006 -0,658 0,001 -0,659 0,000 0,001 Dur C6zim =-0,659

. Algoritma [Z.31 ile verilen Kirisler yonteminin yakinsaklgr nedir?

_ 3.34. Algoritma[Z31 ile verilen Kirigler yonteminde tansmlanan {ry} -~ dizisi x = r ¢ozimiine
yakinsaktir. Eger x = r basit kok ise yakinsakhk derecesi o = 1 + é denkleminin yaklagik ¢ozimi olan 1.6180
dir ve

[r —rpy1| =~ % [ — 7", 0 = 1.6180
ProOF.
Tn+1l —Tn J(rng1) mn — f (rn) T
itz = et = () f(rng1) = f(ra) B f(rng1) = f(ra)
Faps —T = f(rag1) rn — f (rp) rngr S S (rng1) (rn —7) = f(rn) (g1 —7)
" [ (rng1) = £ (rn) f(rng1) = £ (rn)
ayrica

frng) = f(rapr) = f(r) = (ent1) (o1 —7)
fQra) = flra)=fr)=f(cn) (rn—7)
ifadelerini yukarida yerine yazdigimizda
Py —F = f (ens1) (rngr —7) (rn — 1) — " (en) (rn —7) (rng1 — 1) = (rny1 — 1) (rn — 1) [ (ens1) — ' (en)
" frns1) = f(rn) " " f(rng1) = £ (rn)
(ent1) = [ (cn)
(rn+1) = [ (rn)

=

/
[Tng2 — 7 M|rpgr —r||rp —r|, M ~ ff

Simdi
42 — 1| =M |rpyr — 7|
oldugunu kabul edelim. Buna gore
[Papr =7 = M = v|* = M7V gy =V = | — 7]

ifadesini yukarida yerine yazarsak
M |Fpgr — 7% = |rage — 7] = M |rpp1 — | rn — 7] = M |rpgq —r| M7 |rp g — r|1/a = |rpgr — 7)Y 2 |rpg — 7“|1/QJr1
ifadesinin denkligi i¢in

a=1+—

@

denkleminin saglanmasi gerekir ve denklemin ¢éziimii

a~ 1.6180
olarak elde edilir. O



Chapter 4

Az = b formundaki lineer sistemlerin Coziimleri
(The solution of Linear Systems Az = b)

Scr+y+z—5 = 0
c+4y+z—4 = 0
r+y+3z—-3 = 0

diizlemlerini diigiinelim. 3 diizleim de kesim noktast : [x = %, y= %, z= %] olarak elde edilir. Bu boliimde

matrisleri taniyarak onlarin ¢oziilmesi ile ilgili direk ve iteratif yontemleri vermeye ¢aligacagiz.

FIGURE 4.1. bz +y+2—-5=10, = +
dy+2—-—4=0,z24+y+32-3 =0
diizlemleri

4.1  Matris ve Vektorlerin Ozellikleri (Properties of Vectors and Matrices)

- 4.1. x = (z1, 22, ..., Ty) ifadesine n bilesenli bir vektor(vector) denir. x1,xa, ..., xy, saylarina da
vektorinin bilesent denir. n bilesenli vektirlerin oldugu kimeye n boyutlu uzay (n dimesional space) denir. Bir
vektor bir nokta olarak kullaniwyorsa ona durum vektéori (position vector) denir. Bir vektor iki nokta arasindaki
hareketi veriyorsa buna yer degistirme vektori (displacement vector) denir.

. = (21,22, s Tn) ¥ = (Y1, Y2, -, Yn) vektorleri c,d reel sayulary igin asagudaki ozellikler gecerlidir.

(1) a=y ez =y;,Vi=1,2,3,...,n (Vektorlerin esitiligi- equivalance of vectors )
(2) x+y=(x1+y1,22+ Y2, ..., n + ypn) (Vektorlerin toplami - the sum of vectors)
(3) —z = (—z1, —22, ..., —xy) (Vektoriin negatifi- the negative of vector x)

39
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4) . —y=(x1 —y1,T2 — Y2, ..., Tn, — Yn) (Vektorlerin fark: - the difference of vectors)
) cx = (cxq,cxa, ..., cxy) (Skaler ile garpma - scalar multiplication)
) cx 4+ dy = (cx1 + dy1, cxa + dya, ..., cxy, + dyy,) (Lineer kombinasyon- linear combination)
) z.y = 2191 + X2.y2 + ... + Tn.Yn (Nokta garpimi - dot product)
)
)

tween two points)

ORNEK 4.2. == (2,-3,5,—1),y = (6,1,2, —4) vektorleri i¢in
(1) T+ y= (8a _2a 77 _5)

( ) r—y= (_47_473’3)

(3) 3z = (6,-9,15,—3)

4) |z =vVE+9+25+1=1/39

(5) 2.y =12—-3+10+4 =23

(6) |z —yl| = VI6+16 + 9+ 9 = /50

NOTASYON . Bazen vektorler situn olarak da gosterilir:

T
T2

T = : :(xl,xg,...,xn)T

Tn

T harfi ile transpozesi(transpose) ifade edilmistir. 0 vektori ise 0 = (0,0, ...,0) olarak tanimlanar.

_ 4.3. (Vektor cebiri- vector algebra) © = (x1,Z2,...;Tn) Y = (Y1,Y2, -, Yn) 2 = (21,22, ...

vektorleri, a,b, c reel sayilar olmak tizere asagidaki ozellikler gecerlidir.

(1) x +y =y + x # degigme 6zelligi (commutative property)

(2) 04 2 =2+ 0 # sifir vektor (zero vector)
(3) x —x =+ (—x) =0 # ters igaretli vektor (the opposite vector)
(4) (x+y)+ z=a+ (y + z) # birlesme 6zelligi (associative property)
(5) (a+b)x = ax + bx # skaler igin dagilma 6zelligi (distributive property for scalars)
(6) a(x + y) = az + ay # vektorler igin dagilma 6zelligi (distributive property for vectors)
a(b ab)x # scaler i¢in birlesme 6zelligi (associative property for scalars
7 b)x # 1 birl 1lig fi 1
[,
ail ai2 . Qa1j . A1n
a1 a2 . a2; . agn
A= [e75] ;9 . Qi . Qin i salvr
m1 Am2 ... Qmj ... Gmn
T
j.sutun

ifadesine A matrisi (matriz A) denir. m satir (row) ve n situndan (column) olusmaktadir. Kisa formda

A= (aij),up » 1<i<m,1<j<n

ly —z|| = \/(y1 —21)> 4 (y2 — 22)° + ... + (yn — x,)? (Iki nokta arasmdaki uzaklik -the distance be-

seklinde gosterilir. i. satwr, j. stitundaki elemans a;; ile ifade edecegiz. A matrisini saterlare n bilesenli bir vektor

olup
R; = (ai1,i2, Qi35 ooy Gin ), 1 <0 <'m
olarak yaziliry ve
A= (Ry,Ra,...Ry)"
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ile de ifade edilebilir. Benzer sekilde A matrisinin siitun vektorleri m bilesenli stitun vektoridir ve
Cj = (alj,agj, ...,amj)T ,1<5<n

ve
A=(Cy,Cs,....Ch)

seklinde yazariz.

ORNEK 4.5.
-2 4 9
5 =7 1
A= 0 -3 8
-4 6 =5
matrisi 4 x 3 ik bir matristir. Satwrlar siraswyla
R = (-2 49)
Ry = ( 5 =7 1 )
Rs = ( 0 -3 8 )
R, = ( -4 6 -5 )
ve sutunlary ise
-2 4 9
) -7 1
Cl = 0 ;CQ = -3 703 - 8
—4 6 -5

olarak belirtiriz.

OB A = (aij),0ns B = (bij),nn> 1 <@ <m,1 < j < n matrisleri p,q reel sayplar igin asagidaki
ozellikler gecerlidir.

(1) A=B s a;; =b;;,1<i<m,1< n #(Matrislerin esitiligi- equivalance of two matrices )
(2) A+ B = (aij +bij),, ., 1 <1< m, 1 < j < n #(Matrislerin toplami - the sum of two matrices)
(3) —A=(=0aij),pn 1 <i<m,1 < j <n #(A matrisinin negatifi- the negative of matrix A)
(4) A= B = (aij —bij),vp 1 <i<m,1 < j <n# (Matrislerin fark: - the difference of matrices)
(5) PA = (paij),, v, 1 <i<m,1<j<n# (Skaler ile carpma - scalar multiplication)
(6) pA+qB = (pay; + gbij),, ., 1 <i<m,1 <j<n # (Lineer kombinasyon- linear combination)
(7) 0=1(0),,5,, 1 <i<m,1<j < n #(sifir matris - zero matrix)
-1 2 -2 3
ORNEK 4.6. A= 7 5 ,B = 1 —4 | matrisleri igin
3 —4 -9 7
-1 2 -2 3 -3 5
(1) A+ B= 7 5 + 1 -4 | = 8 1
3 —4 -9 7 —6 3
-1 2 -2 3 1 -1
@ A-B=| 7 5 |- 1 —4a]=[6 o9
3 —4 -9 7 ) 12 —11
-1 2 -3 6
@) s34=3( 7 5 |=| 21 15
3 —4 9 —12 )
-1 2 -2 3 4 =5
(4) 2A—-3B =2 7 5 -3 1 —4 = 11 22
3 —4 -9 7 33 —29

_ 4.7. (Matris cebiri- matriz algebra) A = (aij),,vns B = 0ij)sn> C = (Cij)pun, 1 <1 <
m, 1 < j <n matrisleri, p,q reel sayilar olmak tizere asagidaki ozellikler gecerlidir.
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(1) A+ B =B+ A # degisme 6zelligi (commutative property)

(2) 04+ A= A+ 0 # sifir matris (zero matrix)

(3) A— A=A+ (—A) =0 # ters isaretli matrix (the opposite matrix)

(4) (A+ B)+C = A+ (B+ C) # birlesme 6zelligi (associative property)

(5) (p+q)A =pA+ qB # skaler i¢cin dagilma 6zelligi (distributive property for scalars)

(6) p(A+ B) = pA+ pB # vektorler igin dagilma 6zelligi (distributive property for vectors)
(7) p(qA) = (pq)A # scaler igin birlesme 6zelligi (associative property for scalars)

- 4.8. (Matris ¢arpumi - Matriz multiplication) A = (aij),,vn> B = (0jr),x, » 1 < i <m,1 <
7 <n,1 <k <1 matrisleri i¢in A matrisinin sttun sayst ile B nin satir sayilary egit ise A ve B matrislerinin
carpymane asagrdaki gibi tanimlariz:

AB:C:(cik)mxl,lgigm,lgkgl
Cik:Zaijbjk:ai1b1k+ai2b2k+"'+ainbnk;1Sigmalgkgl
j=1

ORNEK 4.9. A= ( _21 i ) ,B = ( :52, _82 —16 > matrislerinin ¢carpiminy bulunuz.

Coztim

A = 21 ) <§i1>,RA1:(2 3),RA;=( -1 4)

_2 >_<CBl OB, CBB)7031_(2>,CBQ_(;2>7033_(_16>

5
3
RAT031 RAT.CBy RAT.CB; \ 2%5+3%3 2% (—2) +3%8 2% 1+ 3% (—6)
RAT C’B1 RAT.CBy RAY.CBs )~ \ (=1)*5+4%3 (=1)*(=2)+4%8 (=1)x1+4x(—6)

—16
34 -25
O

4.10. x1,x2, ..., T, bilinmeyenler olmak tzere m denklemden olusan lineer denklemler sistemini
asaqidaki gibi gosteririz:

<
¥
s~ (
(*

a1121 + a1222 + ... + a1p T, = b1

a21T1 + aoox9 + ... + asnx, = bo
a1 + a2 + ... + Ginxn = b;

Am1Z1 + Am2To + ... + QT = bm

veya matris formunda

Ax = b,
ail a2 . a1y . A1n
a1 a2 e a2; . a9n
A =
Q51 a;2 ce Qi ce. Qin
am1 aAm2 ... Gmj ... (mn
T by
T2 b2
T = b=

Tn b



olarak da verilir.

ORNEK 4.11.
0.3x1 +0.5222 +23 = 0.01
0.521 + 22+ 1923 = 0.67
0.1z1 +0.322 + 0.523 = —0.44

denklem sistemini matris formunda gosteriniz.

Coztim
0.3 052 1 1 0.01
A= 05 1 19 |,a=| 22 |,b= 0.67
0.1 03 0.5 T3 —0.44
matris ve vektorleri i¢in sistemi
Az =0>
formunda gosteririz. O

- 4.12. Asagidaki bazi 6zel matrislerin tanwmany verelim.

00 ... 0 0
00 ... 0 0
1) 0= (0 — | : : #biitlin elemanlar: sifir olan matrise sifir matris (zero
mxn 0 0 0 0
0 0 0 0
mxXn
matrix) denir.
10 0 0
0 1 0 0
(2) T = (i) sn = O 0 1 O 05 = { é’;;j # kosegen tizerindeki elemanlar: 1
00 ... 0 ... 1
nxn

digerleri 0 olan kare matrise birim matris (identity matrix) denir.
(3) Eger A = (aij),,, > 1 <1, <n matrisi i¢in i > j oldugunda a;; = 0 kogulu saglaniyorsa bu matrise
tist tiggensel matris (upper triangular matrix) denir.

a1l a2 a1z a4 o A1n
0 22 423 0424 . agn
0 0 a a .. a
A= 33 34 3n
0 0 0 ‘e Ap—1n—1 Qan—1n
0 0 0o ... 0 Gnn,

(4) Eger A= (aij),,,, » 1 <1i,j <n matrisi i¢in 4 < j oldugunda a;; = 0 kosulu saglaniyorsa bu matrise
alt iiggensel matris (lower triangular matrix) denir.

a1 0 0 0 0
any a2 0 0 0
a as as 0 0
A— 31 32 33
p-1,1 OGp-12 0ap-13 ... Gp_1,p-1 0

Gn1 an2 an3 cee An n—1 Qnn
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(5) Eger A = (aij),,,, » 1 <1i,j<n,matrisi icin i # j oldugunda a;; = 0 kosulu saglaniyorsa bu matrise
kogegen matris (diagonal matrix) denir.

a1 O 0 0 0
0 a2 0 0 0
A= 0 0 ass 0 . 0
0 0 0 Gn—1,n—1 0

o
o
o

0 Unn

(6) Kosegen matrisinde a;; = ¢ gibi aym sabit oluyorsa bu matrise skaler matris (scalar matrix) denir ve
agagidaki gekilde yazilir:

kK 0 0 0 0
0 k 0 0 0
A— 0 0 k 0 0 kI
O 0 O ... kE O
o o0 o0 ... 0 k
(7) A= (aij),, s, » 1 <i<m,1<j <n matirisi igin AT = (@ji)ysm » 1 <4 <m,1 < j < n matrisine
A nin transpozesi (transpose of a matrix A) denir.
aill a12 e alj e A1n aill as1 e [e75] e Am1
a1 as9 e agj e (0579 a2 as9 e ;2 e Am2
A _ . . . . :> AT _
Q51 ;2 e Q5 e in a1y az;j e Q5 e Qmj
ml Am2 ... Amj ... Gmnp mxn A1p A2 . Qip ... Qmn nxm
(8) AT = A 6zelligini saglayan matrise simetrik matris (symmetric matrix) denir. Ornegin
1 2 3
A= 2 4 5
3 5 6

matrisi simektir bir matristir.

(9) Eger A matrisi kompleks sayilar igeriyorsa A = (a@;;) 1 <i<m,1 < j<n matrisine A nin

= mxn
eslenik matrisi denir. Ornegin

1424 i 3 _ 1—-2i —i 3
A= 2—14 4i 5—-2i | = A= 244 —4i 542
3 7+ 9 67 3 7T—9 —6i
(10) Eger A kare matrisi icin AT = — A kosulu saglanaiyorsa A matrisine simetrik olmayan matris (skew

matrix) denir. Ornegin

0 2 -3 0 -2 3
A= -2 0 4 = AT = 2 0 4 |=-4
3 4 0 -3 4 0

(11) Eger A kare matrisi i¢in A =4 kosulu saglanaiyorsa A matrisine Hermitian matris (Hermitian
matrix) denir. Ornegin
1 1—17 2 1 1+4 2 1 1—17 2

A= 147 3 i |=AT=|1-¢i 3 —i|=4 =|14+4i 3 i |=A4
2 —i 0 2 i 0 2 —i 0
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e . =T o .. . . o
(12) Eger A kare matrisi i¢cin A~ = —A kogulu saglanaiyorsa A matrisine simetrik olmayan Hermitian
matris (skew Hermitian matrix) denir. Ornegin

1 1—14 2 1 —1—-7 =2 o -4 =141 =2
A=\ -1—-4 3i 1 AT = 1-i 31 1 = A = 1+: =3 —1 =-A
—2 1 0 2 1 0 2 —1 0

B 1 13. (Matris carpuma- matriz multiplication) A = (@) ysems B=(0ij) 00> C=1(Cij)psn 1<
1,7 < n, matrisleri, p reel sayilar olmak tzere asagqidaki ozellikler gecerlidir.

(1) (AB)C = A(BC) # birlesme 6zelligi (associative property)

(2) TA = AI = A # birim matris (identity matrix)

(3) (A+ B)C = AC + BC # sag dagilma ozelligi (right distributive property)

(4) A(B+C) = AB+ AC # sol dagilma 6zelligi (left distributive property)

(5) p(AB) = (pA)B = A (pB) # scaler birlesme 6zelligi (scalar associative property)

- 4.14. Eger A = (aij), ., > 1 <1i,j <n, matrisi icin AB = BA = I kosulunu saglayan B matrisi
varsa A matrisine tersinir(invertible)-tekil olmayan(nonsingular) matris denir. Aksi durumda tekil (singular)
matris denir. Eder A tersinir ise B = A™' olarak yazlr.

_ 4.15. (i) A= (aij)pun> B = (bij),sn> 1 <i,5 < n, tersinir matrisi igin (AB) ™' = B~14!
esitiligi dogrudur.
(i1) A= (aij), v, 1 <1i,j <mn, tersinir matrisi icin (A*I)f1 = A esitiligi dogrudur.

PRrOOF. (i)
(AB)(AB)™' = I
(AB)(B7'A™") = A(BB ')A '=AIAT ' =AA == (B7'A7Y) = (4B)™!

O

- 4.16. Az = b denklem sisteminin ¢ézimi x1 ve Az = 0 denklem sisteminin ¢ézimii ise xo olmak
tizere x1 + xo, Ax = b denklem sisteminin ¢ézimaidiir.

_ 4.17. Ax = b denklem sisteminin bir tek ¢ézimi olmasu i¢in gerek ve yeter kosul Ax = 0 denklem
sisteminin 0 ¢ozimuntin olmasidar.

_ 4.18. A= (aij),,xn » 1 <1< m,1 <j <n matirisi igin Az = b denklem sisteminde m < n ise
sifir olmayan ¢ézimlere sahiptir.
Ornegin
T + 229 — T3

T — X2+ X3 =
denklem sistemini saglayan ve sifir olmayan sonsu ¢ozim vardar.

- 4.19. A= (aij),,y, » 1 <i<m,1 <j <n matirisi i¢in Az = b denklem sisteminin Vb vektori
igin bir tek ¢ézimi varsa AC = I kosulunu saglayacak sekilde C' = (c;5) 1 <i<n,1<j<m malrisi
vardr.

nxm
- 4.20. Eger B ve C matrsileri i¢in BC' = I kosulu saglanmyorsa Cx =0 denklem sisteminin x = 0
seklinde asikar ¢ézimi (trivial solution) vardur.

_ 4.21. A= (aij),,vn » 1 <0 <m, 1 < j <n matirisi igin Az = b denklem sisteminin Vb vektori
i¢in bir tek cozumi varsa m <n dir.
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